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Fonctions Usuelles

1 Fonctions trigonométriques

Définitions

atg(¥)

cos(x)

sin(x) | x\| tg(x)

Relations fondamentales

sin(—x) = —sinx

tg(—x) = —tgx
sin'x 1

tgx = =

cos?x +sin’x =1

ctg(—x) = —ctgx
CcoSX 1

g = — = —
sinx  tgx

2
—tgx =1
co?x ®

1
— —ctgzx:l
sin” x



Formules de réduction

3
y T +x | mEx i +x | 2mtx
2 2
siny cosx | Fsinx | —cosx | ksinx
cosy || Fsinx | —cosx | Esinx | cosx
tgy Fetgx | *tgx | Fetgx | Etgx
ctgy Ftgx | Fctgx | Ftgx | Zctgx
Valeurs remarquables
P S 0 <, I, S .
6 4 3 2 3 4 6
| L[ Vil Vil V2|,
sinx 0 - | == 1 — S 2 0
2 2 2 2 2
V3 vz 1 V2 | V3
cosx || 1 || X2 2| o | -2 | =X X2 g
2 2 2 2 2 2
3 3
tgx || 0 g 1| V3|20 | —V3 | -1 | - % 0
3 3
ctgx | 200 | V3 | 1 g o | - % 1| =3 | oo
Formules d’addition des angles
sin(x+1Yy) =sinx cosy + cosx siny tg(x+y) = tgxFey.
1—tgxtgy
. . —1
cos(x+1Yy) = cosx cosy —sinx siny ctg(x+y) = %
Formules des angles doublés
. . 2
sin2x = 2s1x cosx tg2x = tgxz
1—tg*x
2
. tgex — 1
cos2x = cos? x —sin” x ctg2x = der—

2ctgx




Formules de bisection des angles

Le signe (+) doit étre choisi en fonction du quadrant dans lequel se trouve 'argument x.

.X n 1—cosx . x 1—cosx sin’x
sins =44/ ———— - =— =
2 2 g2 sinx

~ 1+cosx
x_j: 14 cosx . x 1+4cosx  sinx
OS5 TN 2 2T Tsnx | 1—cosx

Produits de fonctions trigonomeétriques

. . 1

sinxsiny = 5 (cos(x —y) —cos(x+y))
. 1 . .

sinx cosy = 5 (sin(x —y) +sin(x+y))

1
cosx cosy = 5 (cos(x —y) +cos(x+y))

Sommes de fonctions trigonométriques

, ) . Xty x—y sin(x+y)
sinx+siny =2 sin 7 95T, gx gy cosXx cosy

x4y x—y sin(x+y)
cosx +cosy Cos T cos ctgx +ctgy sinx siny

Relations entre les fonctions trigonométriques

Le tableau suivant permet d’exprimer les fonctions de la premiére ligne en terme des fonctions de la

premiére colonne. Le signe (%) doit étre choisi en fonction du quadrant dans lequel se trouve I’argument
X.



sin’x

‘ COsX

\ tgx \ ctgx
. . / .2 sinx 1—sin’x
sin sinx +4/1—sin"x | = .
V1—sin’x s
V1—cos?x cosXx
cos || £v1—cos?x COSX + +
CoSX \/m
tgx 1 1
t + + t
s V1+1g?x V1+tg>x 8 tgx
1 ctgx 1
ct + + ct
& 1+ ctg?x 1+ ctg?x ctgx &
Dérivées des fonctions trigonométriques
asinx:cosx acosx:—sinx
—otgx=1l+1gx = tgx = —1—ctg?x = —
ax o~ g cos?x ax & g x sinZx
ﬂ Inx = si (x—i—nz) i X = (x—&-nz)
G SinX = sin > oo COSX = cos >

Primitives des fonctions trigonométriques

Jsinx dx = —cosx

thx dx = —In|cosx|

Jcosxdx =sinXx

J ctgx dx = In|sinx|




Développements limités des fonctions trigonométriques

) B X3 XS ( " X2T1+1
sinx = x—gpd g et U g
2 4 2n
B X* X n X
cosx = 1—E+ﬂ—-“+(—l) m—F
t tlor Zes oy 82,
X = X+ X+ =X+ =X+ X+
& 37 7157 3150 2835
1, 1 2 1
. = 1—xr xSy 8
o P TR YELST T e

Graphes des fonctions trigonométriques

AR
[EANY

Les fonctions sinx et cosx La fonction tgx La fonction ctgx

2 Les fonctions trigonométriques réciproques

Définitions
[ f(x) | D(f) — R(f) | Variation | f'(x) | D(FH >R [ |
sinx | =2, 21— =11 1 arcsinx | [~1,1] =2, 7]
cosx 0,71 — [—1,1] 3 arccosx [—1,1] — [0,7]
tgx ]—g,g[—ﬁ—oo,oo[ 0 arctgx ]—00,00[—>]—72£,§[
ctgx | ]0,7[—] — 00,00l I arcctgx | ] —o00,00[—]0, 7]




Relations fondamentales

(vx € [-1,1]) sin(arcsinx) = x
(Vx € [—1,1]) cos(arccosx) = x
(Vx €] — 00, 00() tg(arctgx) =x
(Vx €] — 00, 0]) ctg(arcctgx) =x
arcsin(—x) =  —arcsinXx
arccos(—x) = Tr—arccosx
arctg(—x) = —arctgx
arcctg(—x) = m—arcctgx

Relations entre les fonctions trigonométriques réciproques

Le tableau suivant permet d’exprimer les fonctions de la premiere ligne en terme des fonctions de la
premiére colonne. Les formules entre crochets [- - -] ne sont valables que pour x > 0.

] arcsinx arccosx \ arctgx arcctgx
| | T —arcsinn . .
arcsin arcsinx . arcsin —— arcsin
[arcsmvl—xﬂ V1+x2 V1+x2
7 —arccosx
arccos arccosx arccos —— arccos
[arccos V1 —xz} V1+x2 1+x2
. . . V1—x? . 7 —arctgx
arc arctg——— arc arctgx
8 Vg 8 x & [arctgd]
. Y 1—x2 . 7 —arcctgx rox
arcc arcc arcctg——— arcc
& & X g,/1_x2 [arcctg%} &

Formules d’addition

arcsinx +-arcsiny = =

= T —arcsin (x\/l—y2+y\/1—x2)
= —m—arcsin (x\/l—yz—i-y\/l—xz)

arccosx +arccosy

arcsin (x\/l —y2+yV1 ,Xz)

arccos (xy —V1—x2 M)
27— arccos (Xy — m\/@)

sixy<00ux2+y2<1

six+y =0
six+y <0

six>0,y>0etx?>+1y%>1

six<0,y<Oetx*+y?>1




arctgx +arctgy =  arctg (;H_% ) sixy <1

X
1—

= 7t+arctg<_:“;) sixy>1letx>0
X+y

= 7'c+a1rctg<1 xy> sixy>1letx<0

Dérivées des fonctions trigonométriques réciproques

. 1 d 1
& arcsinx = 1_X2 a arccosx = —ﬁ
d . 1 d . 1
— X = — X =
ax T e dx s 1+x2

Développements limités des fonctions trigonométriques réciproques

) X+1><3+1-3><5Jr +1-3-5--~(2n—1)x2““+
rlnX = _—— —_—— . e
ares 23 245 2.4.6---(2n) 2n+1

N m X+1x3+1-3str +1-3-5---(2n—1)x2"“+
arccos = —— =t =+
2 23 245 2:4.6---(2n) 2n+1
arct = xfxi+xjfxf7+ Jr(fl)11X2TL+1 +

& = 3 75 7 o1
arcct = T_ x—x—3+x—5—x—7+ +(=D" o +

= 3 375 7 mol

Primitives des fonctions trigonométriques réciproques
Jarcsinx dx = xarcsinx + /1 —x? J.arccos x dx = xarccosx —\/1—x?

Jarctgx dx = xarctgx —log v/ 1+x? Jarcctgx dx = xarcctgx +log v/ 1+x2



Graphes des fonctions trigonométriques réciproques

1 0.5 o 0.5 1
La fonction arcsinx La fonction arccosx
3
1 2
0.5
10 5 b 5 10 1.5
-0.5 1
1 0.5
" 5 o s 10
La fonction arctgx La fonction arcctgx

3 Les fonctions exp(x) et log(x)

Relations fondamentales

La fonction exp(x) est définie sur R et prend ses valeurs dans ]0, col. Sa fonction réciproque log(x) est
définie sur ]0, 00 et prend ses valeurs dans R.

Equations fonctionnelles :

exp(x)exp(y) = exp(x+y)
log(x)+log(y) = log(xy)
Valeurs remarquables
exp(0) =1
exp(1) = e =12.71828182845904523536- - -
log(1) =0
log(e) =1

log(2) =0.69314718055- - -
log(10) = 2.30258509299 - - -



Exponentielles et logarithmes généraux

a* = exp(xlog(a)) poura>0
~ log(x)
log,(x) = fog(a) pour a >0

Cas particuliers : exp(x) = e* et log(x) = In(x). Equations fonctionnelles :

a*ay¥ = g*ty (ax)y =y
log, (xy) =log, (x) +log, (y) log, (x¥) =ylog, (x)

Dérivées des fonctions exponentielles et logarithmes

d d x

o exp(x) = exp(x) P log(a)a

d 1 d 1
o o8 = I 1980 = oy

Primitives des fonctions exponentielles et logarithmes

a
d == Xd, =
exp(x) dx = exp(x) a®dx og(a)
Jlog(x) dx =xlog(x) —x Jloga(x) dx = xlog, (2)
Développements limités
B | XZ X3 n
eXpx = +X+j+§+ +7‘+
? ’ X4 n+1X
log(1+x) = x——+F =+ +(=1)""—+
—1 —1 S
(1+x)* = 1+ooc+cx( )xz ala—1)-(a—nt1) o




Graphes des fonctions exp(x) et log(x)

20

La fonction exp(x)

4 Les fonctions hyperboliques

Définitions

shx = 2
thx = ¢ ¢
eX _|_ e*X
Relations fondamentales
sh(—x) = —shx
th(—x) = —thx
shx 1
thx = e = b

La fonction log(x)

eX+e X
h pr—
chx 5
X X
cthx = te
eX _ e*X
ch’x—sh®>x =1
chx + shx = ¢**
ch(—x) = chx
cth(—x) = —cthx
chx 1
h = = —
et shx  thx

th’x + —— =
ch?x

cth’x— —— =1
sh™x

20



Valeurs remarquables

[ x | -] 0 [+o0]
shx | —oo 0 +o0
chx | 400 1 +0o0
thx | —1 0 +1
cthx | —1 | +oo | +1
Formules d’addition
thx +thy
Sh(X-FQ) —ShXChy +ChXShy th(X+y) = m
B _ 1+cthxcthy
Ch(X-f—y) —ChXChy +ShXShy Cth(X'f’U) = m
Formules des arguments doublés
sh2x = 2shx chx th2x = 2thX2
1+th"x
2
ch2x = ch®x +sh’x cth2x = I+ethx
2cthx
Formules des demi-arguments
Le signe (£) est celui de 'argument .
X chx—1 x chx—1 shx
shy =+ 2 th? ~ shx  chx+1
BX chx+1 X shx  chx+1
R T =1 shx




Produits de fonctions hyperboliques

shxshy :%(ch(x—ky)—ch(?é—y))
shxcchy = % (sh(x+y) +sh(x—1y))
chxchy = + (ch(x+y) +ch(x—))

N

Sommes de fonctions hyperboliques

B X+Yy , Xx—y _ sh(x+vy)
shx+shy =2sh 5 ch 5 thx+thy = chxchy
chx+chy:2chx+y ch* Y cthx+cthy = shix+y)

2 2 shx shy

Relations entre les fonctions hyperboliques

Le tableau suivant permet d’exprimer les fonctions de la premiere ligne en terme des fonctions de la
premiére colonne. Le signe (£) des racines carrées est celui de ’argument x.

] \ shx \ chx \ thx \ cthx \
sh shx sh®x +1 shix shx+1
sh?x +1 shx
2 —_
ch +1/ch®x—1 chx ch'x—1 + chx
chx ch*x—1
thx 1 1
th thx —_—
V1—th’x Vv 1—th’x thx
1 |cthx| 1
cth | + —_ cthx
Veth®x—1 | Veth®x—1 cthx
Dérivées des fonctions hyperboliques
d d
ashx =chx achx =shx
4 g L A b L
dXthx =1—th"x= . T cthx =1—cth"x = NN




Primitives des fonctions hyperboliques

Jshx dx = chx

Jthx dx =log(chx)

Jchx dx =shx

J'cthx dx = log|shx|

Développements limités des fonctions hyperboliques
b +x3+x5+ . y2n+l s
S = XTI Ty 2n+1)!
XZ X4 n
hx = 14> 4% .. .
e M TR TP T
1, 2., 17 62
thy = x—-xlda o7y %2 9. .
* I T Tass
1, 1 2 1
cothx = 142 L4 26 L s
e TITE ot T st

Graphes des fonctions hyperboliques

25

-25

La fonction shx

0.5

La fonction thx

La fonction chx

50

2 El o 1
-25

La fonction cthx




5 Les fonctions hyperboliques réciproques

Définitions
[ () | D(f) = R(f) | Variation [| f1(x) | D(f N - R(f )
shx | ]—o00,00[—]—00,00[ 0 argshx | ] — o0, 00[—]—00,00[
chx [0, 00[— [1,00[ 0 argchx [1,00[— [0, 00[
thx | ]—o0,00[—]—1,1] 4 argthx | 1—1,1[] — o0, 00!
cthx 10, 00[—]1, 00[ J argcthx 11, 00[—]0, 00

Relations fondamentales

(Vx €] — 00, 00[) h(argshx) =x
(Vx € [1,00() h(argchx) =x
(Vx €]—1,1]) th(argthx) = x
(Vx €]1, c0l) cth(argethx) =x
argsh(—x) = —argshx argth(—x) = —argthx
Formules d’addition
argshx +argshy = argsh <X\/1 +yl+yV1+ x2>

argchx +argchy = argch (Xy +Vx2—1 \/yzi)

argthx +argethy = argth ;c:)i
Représentations logarithmiques
argshx = log (X +Vx2+ 1) argchx = log (X-l— X% — 1)

argthx = log/ t—z argcthx = log 4 I~ s 1



Dérivées des fonctions hyperboliques réciproques

d b 1 d b 1
—ar = —ar =
& T e dx 8 21
d d
aargthx = m aargcthx = m

Primitives des fonctions hyperboliques réciproques

Jargshx dx = xargshx — /1 +x2 Jargchx dx = xargchx — v/x? — 1

Jargthx dx = xargthx +log v/ 1—x? Jargcthx dx = xargcthx +log v/ x? —1

Développements limités des fonctions hyperboliques réciproques

1% 1.3%° 1-3.--(2n—1) x*n+1
h = T (=1
s 33 s TV ST ey e '
h B 3 X5 X2'rL+1
argtx = X+3+5+...+2n+1+...

Graphes des fonctions hyperboliques réciproques

-2.5

La fonction argshx La fonction argchx



0.5

La fonction argthx

35

25

2.5 5 7.5

La fonction argethx



