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Fonctions Usuelles

1 Fonctions trigonométriques

Définitions

ctg(x)

tg(x)xsin(x)

cos(x)

Relations fondamentales

cos2 x+ sin2 x= 1

sin(−x) = − sinx cos(−x) = cosx
tg(−x) = −tgx ctg(−x) = −ctgx

tgx=
sinx
cosx

=
1

ctgx
ctgx=

cosx
sinx

=
1

tgx

1
cos2 x

− tg2x= 1

1
sin2 x

− ctg2x= 1



Formules de réduction

y
π

2
±x π±x 3π

2
±x 2π±x

siny cosx ∓ sinx −cosx ± sinx
cosy ∓ sinx −cosx ± sinx cosx
tgy ∓ctgx ±tgx ∓ctgx ±tgx
ctgy ∓tgx ±ctgx ∓tgx ±ctgx

Valeurs remarquables

x 0
π

6
π

4
π

3
π

2
2π
3

3π
4

5π
6

π

sinx 0
1
2

√
2

2

√
3

2
1

√
3

2

√
2

2
1
2 0

cosx 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0 −
1
2

−

√
2

2
−

√
3

2
−1

tgx 0
√

3
3

1
√

3 ±∞ −
√

3 −1 −

√
3

3
0

ctgx ±∞ √
3 1

√
3

3
0 −

√
3

3
−1 −

√
3 ±∞

Formules d’addition des angles

sin(x+y) = sinx cosy+ cosx siny tg(x+y) =
tgx+ tgy

1− tgx tgy

cos(x+y) = cosx cosy− sinx siny ctg(x+y) =
ctgxctgy−1
ctgx+ ctgy

Formules des angles doublés

sin2x= 2sinx cosx tg2x=
2tgx

1− tg2x

cos2x= cos2 x− sin2 x ctg2x=
ctg2x−1

2ctgx



Formules de bisection des angles

Le signe (±) doit être choisi en fonction du quadrant dans lequel se trouve l’argument x.

sin
x

2
=±

√
1− cosx

2
tg
x

2
=

1− cosx
sinx

=
sinx

1+ cosx

cos
x

2
=±

√
1+ cosx

2
ctg
x

2
=

1+ cosx
sinx

=
sinx

1− cosx

Produits de fonctions trigonométriques

sinx siny=
1
2
(cos(x−y)− cos(x+y))

sinx cosy=
1
2
(sin(x−y)+ sin(x+y))

cosx cosy=
1
2
(cos(x−y)+ cos(x+y))

Sommes de fonctions trigonométriques

sinx+ siny= 2 sin
x+y

2
cos

x−y

2
tgx+ tgy=

sin(x+y)
cosx cosy

cosx+ cosy= 2 cos
x+y

2
cos

x−y

2
ctgx+ ctgy=

sin(x+y)
sinx siny

Relations entre les fonctions trigonométriques

Le tableau suivant permet d’exprimer les fonctions de la première ligne en terme des fonctions de la
première colonne. Le signe (±) doit être choisi en fonction du quadrant dans lequel se trouve l’argument
x.



sinx cosx tgx ctgx

sin sinx ±
√

1− sin2 x ± sinx√
1− sin2 x

±

√
1− sin2 x

sinx

cos ±
√

1− cos2 x cosx ±
√

1− cos2 x

cosx
± cosx√

1− cos2 x

tg ± tgx√
1+ tg2x

± 1√
1+ tg2x

tgx
1

tgx

ctg ± 1√
1+ ctg2x

± ctgx√
1+ ctg2x

1
ctgx

ctgx

Dérivées des fonctions trigonométriques

d

dx
sinx= cosx

d

dx
cosx=− sinx

d

dx
tgx= 1+ tg2x=

1
cos2 x

d

dx
ctgx=−1− ctg2x=−

1
sin2 x

dn

dxn
sinx= sin

(
x+n

π

2

) dn

dxn
cosx= cos

(
x+n

π

2

)

Primitives des fonctions trigonométriques

∫
sinxdx=−cosx

∫
cosxdx= sinx

∫
tgxdx=− ln |cosx|

∫
ctgxdx= ln | sinx|



Développements limités des fonctions trigonométriques

sinx = x−
x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+(−1)n

x2n+1

(2n+1)!
+ · · ·

cosx = 1−
x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+(−1)n

x2n

(2n)!
+ · · ·

tgx = x+
1
3
x3 +

2
15
x5 +

17
315

x7 +
62

2835
x9 + · · ·

x · ctgx = 1−
1
3
x2 −

1
45
x4 −

2
945

x6 −
1

4725
x8 − · · ·

Graphes des fonctions trigonométriques
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Les fonctions sinx et cosx La fonction tgx La fonction ctgx

2 Les fonctions trigonométriques réciproques

Définitions

f(x) D(f)→ R(f) Variation f−1(x) D(f−1)→ R(f−1)

sinx [−
π

2
,
π

2
]→ [−1,1] ↑ arcsinx [−1,1]→ [−

π

2
,
π

2
]

cosx [0,π]→ [−1,1] ↓ arccosx [−1,1]→ [0,π]

tgx ]−
π

2
,
π

2
[→]−∞,∞[ ↑ arctgx ]−∞,∞[→]−

π

2
,
π

2
[

ctgx ]0,π[→]−∞,∞[ ↓ arcctgx ]−∞,∞[→]0,π[



Relations fondamentales

(∀x ∈ [−1,1]) sin(arcsinx) = x
(∀x ∈ [−1,1]) cos(arccosx) = x
(∀x ∈]−∞,∞[) tg(arctgx) = x
(∀x ∈]−∞,∞[) ctg(arcctgx) = x

arcsin(−x) = −arcsinx
arccos(−x) = π− arccosx

arctg(−x) = −arctgx
arcctg(−x) = π− arcctgx

Relations entre les fonctions trigonométriques réciproques

Le tableau suivant permet d’exprimer les fonctions de la première ligne en terme des fonctions de la
première colonne. Les formules entre crochets [· · · ] ne sont valables que pour x> 0.

arcsinx arccosx arctgx arcctgx

arcsin arcsinx
π
2 − arcsinx[

arcsin
√

1−x2
] arcsin

x√
1+x2

[
arcsin

1√
1+x2

]

arccos
π
2 − arccosx[

arccos
√

1−x2
] arccosx

[
arccos

1√
1+x2

]
arccos

x√
1+x2

arctg arctg
x√

1−x2

[
arctg

√
1−x2

x

]
arctgx

π
2 − arctgx[

arctg 1
x

]
arcctg

[
arcctg

√
1−x2

x

]
arcctg

x√
1−x2

π
2 − arcctgx[

arcctg 1
x

] arcctgx

Formules d’addition

arcsinx+ arcsiny = arcsin
(
x
√

1−y2 +y
√

1−x2
)

si xy6 0 ou x2 +y2 6 1

= π− arcsin
(
x
√

1−y2 +y
√

1−x2
)

si x > 0, y > 0 et x2 +y2 > 1

= −π− arcsin
(
x
√

1−y2 +y
√

1−x2
)

si x < 0, y < 0 et x2 +y2 > 1

arccosx+ arccosy = arccos
(
xy−

√
1−x2

√
1−y2

)
si x+y> 0

= 2π− arccos
(
xy−

√
1−x2

√
1−y2

)
si x+y < 0



arctgx+ arctgy = arctg
(
x+y

1−xy

)
si xy < 1

= π+ arctg
(
x+y

1−xy

)
si xy > 1 et x > 0

= −π+ arctg
(
x+y

1−xy

)
si xy > 1 et x < 0

Dérivées des fonctions trigonométriques réciproques

d

dx
arcsinx=

1√
1−x2

d

dx
arccosx=−

1√
1−x2

d

dx
arctgx=

1
1+x2

d

dx
arcctgx=−

1
1+x2

Développements limités des fonctions trigonométriques réciproques

arcsinx = x+
1
2
x3

3
+

1 ·3
2 ·4

x5

5
+ · · ·+ 1 ·3 ·5 · · ·(2n−1)

2 ·4 ·6 · · ·(2n)
x2n+1

2n+1
+ · · ·

arccosx =
π

2
−

(
x+

1
2
x3

3
+

1 ·3
2 ·4

x5

5
+ · · ·+ 1 ·3 ·5 · · ·(2n−1)

2 ·4 ·6 · · ·(2n)
x2n+1

2n+1
+ · · ·

)
arctgx = x−

x3

3
+
x5

5
−
x7

7
+ · · ·+(−1)n

x2n+1

2n+1
+ · · ·

arcctgx =
π

2
−

(
x−

x3

3
+
x5

5
−
x7

7
+ · · ·+(−1)n

x2n+1

2n+1
+ · · ·

)

Primitives des fonctions trigonométriques réciproques

∫
arcsinxdx= xarcsinx+

√
1−x2

∫
arccosxdx= xarccosx−

√
1−x2

∫
arctgxdx= xarctgx− log

√
1+x2

∫
arcctgxdx= xarcctgx+ log

√
1+x2



Graphes des fonctions trigonométriques réciproques
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La fonction arcsinx La fonction arccosx
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La fonction arctgx La fonction arcctgx

3 Les fonctions exp(x) et log(x)

Relations fondamentales

La fonction exp(x) est définie sur R et prend ses valeurs dans ]0,∞[. Sa fonction réciproque log(x) est
définie sur ]0,∞[ et prend ses valeurs dans R.

Equations fonctionnelles :

exp(x)exp(y) = exp(x+y)
log(x)+ log(y) = log(xy)

Valeurs remarquables

exp(0) = 1
exp(1) = e = 2.71828182845904523536 · · ·

log(1) = 0
log(e) = 1

log(2) = 0.69314718055 · · ·
log(10) = 2.30258509299 · · ·



Exponentielles et logarithmes généraux

ax = exp(x log(a)) pour a > 0

loga(x) =
log(x)
log(a)

pour a > 0

Cas particuliers : exp(x) = ex et log(x) = ln(x). Equations fonctionnelles :

axay = ax+y (ax)y = axy

loga(xy) = loga(x)+ loga(y) loga(x
y) = y loga(x)

Dérivées des fonctions exponentielles et logarithmes

d

dx
exp(x) = exp(x)

d

dx
ax = log(a)ax

d

dx
log(x) =

1
x

d

dx
loga(x) =

1
x log(a)

Primitives des fonctions exponentielles et logarithmes

∫
exp(x)dx= exp(x)

∫
axdx=

ax

log(a)∫
log(x)dx= x log(x)−x

∫
loga(x)dx= x loga

(x
e

)

Développements limités

expx = 1+x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ x

n

n!
+ · · ·

log(1+x) = x−
x2

2
+
x3

3
−
x4

4
+ · · ·+(−1)n+1 x

n

n
+ · · ·

(1+x)α = 1+αx+
α(α−1)

2!
x2 + · · ·+ α(α−1) · · ·(α−n+1)

n!
xn+ · · ·



Graphes des fonctions exp(x) et log(x)
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La fonction exp(x) La fonction log(x)

4 Les fonctions hyperboliques

Définitions

shx=
ex− e−x

2
chx=

ex+ e−x

2

thx=
ex− e−x

ex+ e−x
cthx=

ex+ e−x

ex− e−x

Relations fondamentales

ch2x− sh2x= 1
chx± shx= e±x

sh(−x) = −shx ch(−x) = chx
th(−x) = −thx cth(−x) = −cthx

thx=
shx
chx

=
1

cthx
cthx=

chx
shx

=
1

thx

th2x+
1

ch2x
= 1

cth2x−
1

sh2x
= 1



Valeurs remarquables

x −∞ 0 +∞
shx −∞ 0 +∞
chx +∞ 1 +∞
thx −1 0 +1
cthx −1 ±∞ +1

Formules d’addition

sh(x+y) = shxchy+ chx shy th(x+y) =
thx+ thy

1+ thx thy

ch(x+y) = chxchy+ shx shy cth(x+y) =
1+ cthxcthy
cthx+ cthy

Formules des arguments doublés

sh2x= 2shxchx th2x=
2thx

1+ th2x

ch2x= ch2x+ sh2x cth2x=
1+ cth2x

2cthx

Formules des demi-arguments

Le signe (±) est celui de l’argument x.

sh
x

2
=±

√
chx−1

2
th
x

2
=

chx−1
shx

=
shx

chx+1

ch
x

2
=

√
chx+1

2
cth
x

2
=

shx
chx−1

=
chx+1

shx



Produits de fonctions hyperboliques

shx shy=
1
2
(ch(x+y)− ch(x−y))

shxchy=
1
2
(sh(x+y)+ sh(x−y))

chxchy=
1
2
(ch(x+y)+ ch(x−y))

Sommes de fonctions hyperboliques

shx+ shy= 2sh
x+y

2
ch
x−y

2
thx+ thy=

sh(x+y)
chxchy

chx+ chy= 2ch
x+y

2
ch
x−y

2
cthx+ cthy=

sh(x+y)
shx shy

Relations entre les fonctions hyperboliques

Le tableau suivant permet d’exprimer les fonctions de la première ligne en terme des fonctions de la
première colonne. Le signe (±) des racines carrées est celui de l’argument x.

shx chx thx cthx

sh shx
√

sh2x+1
shx√

sh2x+1

√
sh2x+1
shx

ch ±
√

ch2x−1 chx ±

√
ch2x−1
chx

± chx√
ch2x−1

th
thx√

1− th2x

1√
1− th2x

thx
1

thx

cth ± 1√
cth2x−1

|cthx|√
cth2x−1

1
cthx

cthx

Dérivées des fonctions hyperboliques

d

dx
shx= chx

d

dx
chx= shx

d

dx
thx= 1− th2x=

1
ch2x

d

dx
cthx= 1− cth2x=−

1
sh2x



Primitives des fonctions hyperboliques

∫
shxdx= chx

∫
chxdx= shx

∫
thxdx= log(chx)

∫
cthxdx= log |shx|

Développements limités des fonctions hyperboliques

shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+1)!
+ · · ·

chx = 1+
x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · ·

thx = x−
1
3
x3 +

2
15
x5 −

17
315

x7 +
62

2835
x9 + · · ·

x · cthx = 1+
1
3
x2 −

1
45
x4 +

2
945

x6 −
1

4725
x8 + · · ·

Graphes des fonctions hyperboliques

420-2-4

25
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-12.5

-25
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La fonction shx La fonction chx
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25

0

-25

La fonction thx La fonction cthx



5 Les fonctions hyperboliques réciproques

Définitions

f(x) D(f)→ R(f) Variation f−1(x) D(f−1)→ R(f−1)

shx ]−∞,∞[→]−∞,∞[ ↑ argshx ]−∞,∞[→]−∞,∞[

chx [0,∞[→ [1,∞[ ↑ argchx [1,∞[→ [0,∞[

thx ]−∞,∞[→]−1,1[ ↑ argthx ]−1,1[→]−∞,∞[

cthx ]0,∞[→]1,∞[ ↓ argcthx ]1,∞[→]0,∞[

Relations fondamentales

(∀x ∈]−∞,∞[) sh(argshx) = x
(∀x ∈ [1,∞[) ch(argchx) = x
(∀x ∈]−1,1[) th(argthx) = x
(∀x ∈]1,∞[) cth(argcthx) = x

argsh(−x) = −argshx argth(−x) = −argthx

Formules d’addition

argshx+ argshy = argsh
(
x
√

1+y2 +y
√

1+x2
)

argchx+ argchy = argch
(
xy+

√
x2 −1

√
y2 −1

)
argthx+ argcthy = argth

x+y

1+xy

Représentations logarithmiques

argshx= log
(
x+
√
x2 +1

)
argchx= log

(
x+
√
x2 −1

)
argthx= log

√
1+x
1−x

argcthx= log

√
x+1
x−1



Dérivées des fonctions hyperboliques réciproques

d

dx
argshx=

1√
1+x2

d

dx
argchx=

1√
x2 −1

d

dx
argthx=

1
1−x2

d

dx
argcthx=

1
1−x2

Primitives des fonctions hyperboliques réciproques

∫
argshxdx= xargshx−

√
1+x2

∫
argchxdx= xargchx−

√
x2 −1

∫
argthxdx= xargthx+ log

√
1−x2

∫
argcthxdx= xargcthx+ log

√
x2 −1

Développements limités des fonctions hyperboliques réciproques

argshx = x−
1
2
x3

3
+

1 ·3
2 ·4

x5

5
− · · ·+(−1)n

1 ·3 · · ·(2n−1)
2 ·4 · · ·(2n)

x2n+1

2n+1
+ · · ·

argthx = x+
x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ x2n+1

2n+1
+ · · ·

Graphes des fonctions hyperboliques réciproques
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10.50-0.5-1
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La fonction argthx La fonction argcthx


