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Introduction

Lobjectif de ce cours d’analyse est de vous familiariser avec les bases du calcul différentiel et intégral
des fonctlons de plusieurs variables. Il forme un tout indissociable avec le cours d’analyse du premier
semestre (M11). Ceci signifie en particulier que pour suivre efficacement ce cours vous devez avoir
compris le contenu du M11 dont nous ferons un usage fréquent. Je vous invite donc a ressortir vos
notes du premier semestre et a les consulter chaque fois que vous rencontrerez un probleme. Certaines
partie de ce cours, notamment dans les chapitres 1 et 3, ferons également usage de notions de base
d’algebre linéaire que vous devez acquérir dans un cours paralléle (M21 pour les matheux, M24 pour
les MASS). La encore, n’hésitez pas a revoir vos notes au moment voulu. Réciproquement, les notions
acquises dans ce cours vous serons nécessaires, dans la suite de vos études, pour aborder sereinement des
cours comme les M31 M32 M52 M61 M62 M63 Q41 Q51 ... (pour les matheux) ou les M36 M48 M54
.. (pour les MASS).

Avant de commencer, voici quelques conseils qui pourraient vous aider dans votre apprentissage des
Mathématiques.

1. Vous devez dés maintenant prendre conscience du fait que la segmentation des enseignements de
mathématiques en modules MXY est artificielle et ne correspond a aucune réalité. Les Mathéma-
tiques, en tout cas au niveau de la Licence, forment un tout dont vous devrez parvenir, au terme de
3 années d’étude, a avoir une vision globale. Pour vous donner un exemple de cette intrication, des
concepts d’algebre linéaire (M21/M24) vont jouer un rle central dans ce cours d’analyse (M22).
En particulier les notions d’indépendance linéaire et d’application linéaire. Ce sont des notions
intimement liées a la structure d’espace vectoriel. Un tel espace est un groupe commutatif pour
’addition. La structure de ces groupes est étudiée en détail dans un cours d’algebre (M53). Une
bonne compréhension des espaces vectoriels sera pour vous un atout important pour comprendre
cette structure. D’ailleurs vous retrouverez ces méme groupes lorsque vous étudierez les systémes
différentiels (M31).

2. Ne cherchez pas a apprendre des recettes pour résoudre des problémes types. Si cette méthode
a peut-Etre fonctionné pour vous dans vos études secondaires, elle est vouée a I’échec a 'univer-
sité. Vos cours n’y sont pas congus comme des livres de recettes mais comme un apprentissage
du métier de mathématicien. Pour apprendre ce métier vous devez cherchez a comprendre non
seulement chaque étape d’une démonstration, chaque pas d’un calcul, ce qui est généralement
assez facile, mais aussi la stratégie sur laquelle repose cette démonstration ou ce calcul. Cet exer-
cice est plus difficile et demande du temps et de la réflexion. Il nécessite d’avoir non seulement
une vision locale, pas a pas, de ’argument, mais aussi de la maniére avec laquelle ces pas succes-
sifs s’enchalnent pour arriver a la conclusion 2 partir des hypothéses. Ce n’est qu’en pratiquant
régulierement cet exercice que vous apprendrez a construire et & formuler vos propres démonstra-
tions et a mener a bien des calculs de plus en plus difficiles. Voici un petit exemple pour illustrer
mon propos. La plupart d’entre vous se souviennent certainement de la recette pour résoudre
’équation du second degré

ax® +bx+c¢ =0.

Cette recette est tellement utile qu’il est effectivement approprié de la connaitre par cceur. Mais
vous souvenez-vous de comment on l'obtient? La stratégie consiste a compléter le carré. On
I’appelle parfois "le truc des babyloniens" (bien que ces derniers usaient apparemment de "trucs"
plus sophistiqués, regardez ici si cette histoire vous intéresse). On écrit

) , b b\> /b))’
0=ax"+bx+c=a(x*"+2—x|+c=a||{x+—| — | — +c,
2a 2a 2a


http://www.math.mcmaster.ca/~grasselli/babylon.pdf
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x+£ 27b2—4ac
20/ 4a?

- —b + vb?% —4ac 0
o 2a '

Cette stratégie peut étre tres utile dans d’autres problémes. Par exemple dans le calcul de I'in-
tégrale gaussienne ("exemple 2.8 de ce cours) ou pour étudier les formes quadratiques en deux
variables (voir le paragraphe formes quadratiques, page 44). On doit donc admettre que le truc des
babyloniens est plus important que la recette (1) et qu’en tout état de cause on doit le connaitre et
savoir le mettre en ceuvre de maniere appropriée.

pour obtenir

et par conséquence

3. Bien entendu, les TD sont congus pour vous aider dans cette démarche. Cependant ils ne seront
efficaces que si vous faites un réel effort personnel pour résoudre les problemes par vous méme.
Attendre patiemment que votre professeur vous en donne la solution ne vous apportera rien!
Demandez a vos enseignants de vous fournir les fiches de TD a ’avance pour pouvoir y travailler
chez vous.

4. Faites des dessins! Cherchez a visualiser des objets qui vous semblent abstraits. Un petit dessin
est souvent une source d’inspiration. J’ai fait un effort particulier en rédigeant ces notes pour
les accompagner de nombreuses illustrations. J’espere qu’elles vous aideront a comprendre des
concepts parfois abstraits mais surtout qu’elles vous donneront des idées sur la fagon d’utiliser des
dessins dans votre travail personnel.

5. Lisez régulierement votre cours. Avant chaque legon, révisez les lecons précédentes. St vous ne les
avez pas assimilées, vous perdrez votre temps car vous serez incapable de comprendre ce qui suit
et qui est construit sur ce qui précede. Relisez votre cours et si vous ne comprenez toujours pas,
posez des questions. Vos professeurs seront ravis d’y répondre.

6. Enfin, vous devez concevoir la pratique des Mathématiques comme une activité créatrice, et sur-
tout vous devez y trouver du plaisir!

Le cours est organisé de la fagon suivante.

Dans le chapitre 1 nous aborderons le théme central du cours, les fonctions de plusieurs variables.
Aprés une breve introduction nécessaire a la topologie élémentaire des espace euclidiens R™ et a I’étude
des fonctions de R dans R™, nous définirons les notions de dérivées partielles et directionnelles d’une
fonction de R™ dans R. Le concept de fonction différentiable sera alors introduit et nous en étudierons
en détails les propriétés les plus élémentaires et les applications les plus importantes. Nous élargirons
finalement le cadre de la discussion aux fonctions de R™ dans R™.

Le chapitre 2 sera dédié au calcul intégral en plusieurs variables. Il sera orienté sur les aspects géomé-
triques (calcule d’aires, de volumes) et calculatoires (réduction des intégrales multiples a des intégrales
itérées) de "I'intégration”. Les étudiants poursuivant leur cursus en Licence de Mathématiques retrouve-
rons ce théme en 3¢me année dans un cours qui lui sera exclusivement dédié et dans lequel il aborderons
des aspects plus théoriques.

Finalement une courte introduction aux équations différentielles ordinaires sera I’objet du chapitre 3.
Cette introduction se limitera aux équations scalaires. Les systemes d’équations différentielles seront
traités dans un autre cours, le M31. Nous traiterons en détails les équations linéaires du premier ordre
ainsi que les équations linéaires a coefficients constants. Nous introduirons des méthodes importantes
comme celle de la variation des constantes. Nous terminerons par I’étude des équations différentielles
non linéaires du premier ordre.



Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

1.1 Topologie de R™

Pour pouvoir définir la notion de limite d’une fonction de plusieurs variables, sa continuité ou sa dif-
férentiabilité nous avons besoin de quelques éléments de topologie. Nous nous contenterons d’aborder
quelques notions tres simples et absolument nécessaires pour la suite. Ceux d’entre vous qui poursui-
vrons leurs cursus en Licence de Mathématiques retrouverons la topologie en 3¢eme année dans un cours
qui lui sera entierement consacré (et qui, lui, ne sera pas aussi simple!).

Le mot topologie est formé des racines grecques topos— lien et logos— étude. La topologie (on I'appelait
au XIXeme siecle analysis situs— I’étude des lienx) est un vaste domaine des mathématiques qui touche
une variété d’autres sujets comme la géométrie, ’analyse ou Ialgébre. En ce qui nous concerne, elle
étudie les ensembles de points et leurs propriétés invariantes par une classe de transformations dites
continues.

1.1.1 Points et vecteurs, produit scalaire, norme et distance

Ce paragraphe est un bref rappel de notions élémentaires. Son but principal est de fixer les notations
P g p‘ . pp A A \ p . P . 4 .
que nous utiliserons dans ce cours. Référez-vous a votre cours d’algebre linéaire pour plus de détails.

Les points de I’espace affine euclidien R™ seront notés

X:(X11X27"'7Xn)7 y:(ylvy21"'7yn)7 u:(u17u27"'7un)7"' (11)

Lorsque n = 2 oun = 3 on utilisera aussi les notations
P=y), Q=Mkxy,z), x=(ab), x=(ab,c), y=(uv),...

Les vecteurs de I’espace vectoriel euclidien R™ seront notés en colonnes

X1 Y1 u;
X2 Y2 Uz

X = b y = b u = b
Xn Yn Un

Cependant, pour des raisons purement typographiques, nous utiliserons également la notation en ligne
(L.1).
Les principales opération sur les points et les vecteurs sont les suivantes :

1. La somme des deux vecteurs x et y est le vecteur

X1 Y1 X1+ Y1

X2 Yo X2 + Y2
x+y=| . [+| . |= :

Xn Yn Xn +Yn
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L’élément neutre pour I’addition des vecteurs est le vecteur nul qu’on dénote par 0 et dont toutes
les composantes sont nulles.

2. Le produit du vecteur x par le scalaire « € R est le vecteur

X1 xXX1
X2 XXo
xXx = & = .
Xn XXpy
3. Le translaté du point P = (x1, X2, ..., xn) par le vecteur h = (hy, ha, ..., hy) est le point

P+h=(x; +hi,xo +ha,...,xn +hp).

4. Si P et Q sont deux points, ]ﬁ est le vecteur avec lequel il faut translater P pour arriver & Q,
Cest-a-dire Q = P + lﬁ
5. Le produit scalaire des deux vecteurs x = (x1,X2,...,Xn) ety = (Y1,Y2,...,Yn) est le nombre
réel
X Yy =xX1Y1 +X2Y2 + -+ XnlYn-

6. La norme du vecteur x est

X[ = Vx - x=/xF +x34+ - +x3.

7. La distance entre les deux points P = (x1,X2,...,%n) et Q = (Yy1,Y2,...,Yn) €st

d(P,Q) = ||@|| =1 —x1)2+ (Y2 —x2)% + -+ (Yn — xn)2.

On dit que la fonction d: R™ x R™ — [0, oo[ est la métrique de espace R™.

Les propriétés importantes de ces opérations sont résumées dans le résultat suivant.

Théoréeme 1.1 Le produit scalaire est

(i) symétrigune:x -y =1y -x,

(1) (b)linéaire: (ax + Py)-z=oax-z+ By -z
(111) défini positif: x - x > 0, et x - x = 0 si et seulement st x = 0.
La norme satisfait les propriétés

(i) de positivité :

Ix|| = 0 ez ||x|| = 0 st et seulement si x = 0,

(ii) d’homogénéité : || ocx|| = ol ||x||,
(i11) ainsi que Pinégalité du triangle : ||x +yl| < ||x]| + [[y|I-
La métrigue est
(i) symétrigue : (P, Q) = d(Q, P),
(i1) positive : d(P, Q) = 0 et d(P, Q) = 0 si et seulement si P = Q,

(i1) et satisfait 'inégalité du triangle : (P, Q) < d(P,R) + d(R, Q).

Toutes ces propriétés sont évidentes, sauf peut-étre I'inégalité du triangle satisfaite par la norme et la
métrique. On remarque tout d’abord que I'inégalité pour la métrique suit de celle pour la norme et de

la relation de Chasles l@ — PR + lﬁ,
a(P.Q) = [PQ| = PR + RQ| < [PR] + RG] = d(P.R) + d(R.Q)
Linégalité du triangle pour la norme est une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

be-yl < i lyll-

En effet, la linéarité permet d’écrire

Ix+yl?=(x+y) (x+y)=x-(x+y)+y- (x+y),
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et a I'aide de la symétrie nous pouvons convertir cette identité en
+yl*=(x+y) x+(x+y)y.
En utilisant encore une fois la linéarité et la symétrie on obtient
e+yl? =x-x+y-x+x-y+y-y=x-x+2x-y+y-y=[x*+2x-y+yl*
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne finalement
e+ ylI* < I + 2 Iyl + Tyl = Ak + Ty ID?,

et on obtient I'inégalité du triangle en prenant la racine carré de chaque c6té de cette inégalité. Linégalité
de Cauchy-Schwarz quant a elle suit du fait que

(x+oy) - (x +ay) =[x+ ay|? >0,

pour tout &« € R. En utilisant les propriétés de symétrie et de linéarité du produit scalaire on peut en
effet en déduire que
2 217,112
fla) = |x||* +2ax -y + «“ |ly||* >0,

pour tout « € R. La fonction f(«) est un polyndme du second degré non négatif. Elle admet donc au
plus une racine ce qui implique que son discriminant

(x-y)? = XM [yl
est négatif ou nul, c’est-a-dire que

(x-y)? < XU [yl
Dinégalité de Cauchy-Schwarz suit immeédiatement de cette inégalité en prenant la racine carrée de ses
deux membres.

1.1.2  Boules, voisinages, ensembles ouverts, ensembles fermés

Pour & > 0, Us(xo) désigne la boule de rayon & centrée en xy € R™,

Us(xo) = {x € R™|d(x,x0) < 8}
Notez bien I'inégalité stricte, d(x,x¢) < 8, dans cette définition, elle est trés importante. Us(xo) est
donc I’ensemble des points de R™ dont la distance a xq est strictement inférieure a 6.

Un ensemble V. C R™ est un voisinage du point xg € R™ §’il existe une boule Us(xo) entierement
contenue dans V, c’est-a-dire s’il existe un réel & > 0 tel que, pour tout x € R™, d(x, %) < & implique
xeV.

Un ensemble est ouvert si c’est un voisinage de chacun de ses points. Autrement dit, O C R™ est ouvert
si pour tout xg € O il existe une boule Us(xg) telle que Us(xq) C O.

Un ensemble F C R™ est fermé si son complément F¢ = R™ \ F est ouvert. F est donc fermé si, pour

tout xo & F il existe un réel § > 0 tel que, pour tout x € R™, d(x,x() < & implique que x & F.

Exemple 1.1 Sin =1, Us(xq) =Ixo—5, xo+ 8 est un intervalle ouvert. Sixg €la,b[,alorsa < xg < b
et xg — a > 0, b —xp > 0. On en déduit que

. Xg—a b—xp
o= > 0.
mm( 5 3 >

Notez que b est la moitié de la distance entre x et le bord de I'intervalle Ja, b[ (voir la partie gauche de
la figure ci-dessous). Comme il en résulte que
Xo—aQ X0+ a Xo + X0

Xg—0 = %xo— 5 T 3 > 5 = Xo,

et
b—x Xo+b  x0+x
Xo 48 < xo + — 90— 02 < 02 % = xo,

ona Us(xg) =Ixo— 8, %0+ 8[Cla, b[ c’est-a-dire que st d(x, xg) < & alors x €]a, b[. Nous avons montré
que la, b[ est un voisinage de xo. Comme ceci est vrai pour tout Xg €]a, b[, on en déduit que ]a, b est
un ensemble ouvert. On montre de fagon analogue que | — 0o, al et |b, +00l sont ouverts.
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a X0 b X0 a b
—O0———O0——0—0— —O0—e—O0—o—e—
U 5(X0) ] 5(Xo)

Sixg € [a,bl,onasoit xg < @, soit xg > b. Dans le premier cas xg €]—o0, a[ et comme cet intervalle est
ouvert il existe & > 0 tel que Us(xo) Cl—o0, a[C R\[a, b] (voir la partie droite de la figure ci-dessus). On
montre de maniere similaire que dans le second cas il existe 5 > 0 tel que Us(xq) Clb, +oo[C R\ [a, b].
On en déduit que I'intervalle [a, b] est un ensemble fermé. Il en est de méme des intervalles | — 0o, a] et
(b, +ool.

Lintervalle [a, b[ n’est ni ouvert, ni fermé. En effet, ce n’est pas un voisinage du point a car, pour
tout § > 0, Us(a) =la — 6,a + 8[¢ [a,bl. On en conclut que [a, b[ n’est pas ouvert. De méme, le
complément R\ [a, b[=] — 0o, a[U[b, +-00[ n’est pas ouvert car ce n’est pas un voisinage du point b. On
en déduit que [a, b[ n’est pas fermé. <

Remarque 1.2 L’exemple précédent montre qu’un sous-ensemble de R™ peut étre ni ouvert ni fermé.
Il peut aussi étre a la fois ouvert et fermé. C’est le cas de R™ et de ’ensemble vide.

Exemple 1.2 Pour tous a € R™ et & > 0, la boule Us(a) est un sous-ensemble ouvert de R™. Pour le
démontrer, fixons un point xg € Us(a) et posons A = d(x¢, a). Comme A < §, on a

S—A
rT=—2>

0.
2

Notez que 1 est la moitié de la distance entre xg et le bord de la boule Us(a) (voir la figure ci-dessous).
Pour tout x € R™ tel que d(x,x() < T on a, en vertu de 'inégalité du triangle,

5—A S+A 5+5
d(x,a)gd(x,x0)+d(x0,a)<T+A:T+A:+T<%:

5,

c’est-a-dire x € Us(a). Nous avons donc montré que U, (xo) C Us(a), autrement dit que Us(a) est
un voisinage de xo. Comme ceci est vrai pour tout Xg € Us(a), on en conclut que la boule Us(a) est
ouverte.
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On montre de fagon tres similaire que {x € R™|d(x, a) < 8} est un ensemble fermé, c’est-a-dire que
son complément {x € R™|d(x, a) > b} est ouvert. <

Exemple 1.3 Le rectangle ]a, b[x]c, d[ est ouvert alors que le rectangle [a,b] x [c, d] est fermé. Le
rectangle ]a, b[x[c, d] n’est ni ouvert, ni fermé. <

Les propriétés les plus importantes des ensembles ouverts/fermés sont les suivantes.

Théoreme 1.3 1. Si ] est un ensemble non vide et si, pour tout j € J, Oj est un sous-ensemble onvert de
R™, alors leur réunion
UO)- ={x € R"|x € O pourunj € J},
j€]
est un ensemble ouvert.

2. 851 01,09,..., 0 sont des sous-ensembles onverts de R™, leur intersection

N
ﬂOj ={x € R" |x € Oj pourtoutj € {1,2,...,N}},
j=1

est un ensemble ouvert.

3. SiFy,Fo, ... FN sont des sous-ensembles fermés de R™, alors leur réunion

N
UF). ={xeR"[x € Fpourunijc{l,2,...,N}}
j=1

est un ensemble fermé.

4. Si ] est un ensemble non vide et si, pour tout j € J, Fj est un sous-ensemble fermé de R™, alors leur
intersection
ﬂFj ={x € R"|x € Fj pour toutj € J},
j€)

est un ensemble fermé.

Démonstration. 1. Si x € Ujcj0;, il existe j € | tel que x € O5. Comme Oj est ouvert, il existe une
boule Us(x) contenue dans O;. On en déduit que Us(x) est aussi contenu dans la réunion Uje50j, ce
qui montre que cette derniére est un ensemble ouvert.

2.8ix € 01 NOz---N O, alors x € Oj pour tout j € {1,2,...,N}. II existe donc des boules
Us, (x) telles que Us; (x) C Oj. Posons & = min(dy, 82, ...,0n). Comme Us(x) C Us, (x) pour tout
j €{1,2,...,N}, on en déduit que Us(x) C O3 N Oz --- N On ce qui était a démontrer.

3. Pour tout j € {1,2,...,N}, F§ est ouvert. Par la propriéte 2, F{ N F§--- N F§ est ouvert et son

complément
(FEINF - NI =FUF--UFy,

est fermé. On démontre la propriété 4 avec la méme méthode. O

Lintersection d’un nombre infini d’ensembles ouverts n’est pas nécessairement ouvert. Par
exemple U, /,, (a) est ouvert pour tout entier n > 0, mais

DX

Uy mla) ={a},

n=1

n’est pas ouvert. De méme la réunion d’un nombre infini d’ensembles fermés n’est pas né-
cessairement fermé.
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1.1.3 Adhérence, intérieur, bord

Un point x € R™ est intérieur a A C R™ si A est un voisinage de x. Lensemble de tous les points
intérieurs a A est appelé I'intérieur de A et noté A. Comme tout point dont A est un voisinage est un
élément de A,ona A C A.

Un point x € R™ est adhérent a 'ensemble A C R™ si, pour tout § > 0, Us(x) N A n’est pas vide.
Lensemble de tous les points adhérents a A est appelé adhérence de A et noté A. Comme tout point
x € A est clairement adhérent 3 A,ona A C A.

x € R™ est un point d’accumulation de A C R™ si, pour tout & > 0, Us(x) contient un point de A
distinct de x lui-méme. Il est clair qu'un point d’accumulation de A est adhérent & A.

x € R™ est un point frontiere de A C R™ si, pour tout § > 0, Us(x) a une intersection non vide avec
A et avec son complément. La frontiere de A, qu’on appelle aussi bord de A est I’ensemble des points
frontiere de A. On dénote cet ensemble par 0A.

x € R™ est un point isolé de A C R™ six € A etsi il existe § > 0 tel que Us(x) N A = {x}. Un point
isolé de A est adhérent a A mais n’est pas un point d’accumulation de A. Tout point de A est soit isolé,
soit un point d’accumulation de A.

Exemple 1.4 Tous les points de ’ensemble A = {(1/n,0) € R?|n = 1,2,...} sont isolés. (0, 0) est le
seul point d’accumulation de A. ’adhérence de A est A = A U{(0,0)} et son intérieur est vide A = .
Le bord de A est 0A = A.

Exemple 1.5 La boule A = U, (a) C R™ étant ouverte, on a A=A.
Sid(x,a) =A > r,alors Us(x) N A = ) pour tout § < A — 1 et par conséquence x & A et x & JA.
Sid(x,a) =A<, alorsx € A C A mais Us(x) N A® = ) pour tout 5 < 1 — A et donc x & JA.

Finalement, si d(x, @) = 1, Us(x) N A # 0 et Us(x) N A€ # () pour tout § > 0. Par conséquence x € A
et x € 0A. On a donc

A={xeR"|d(x,a) <}, 0A ={x e R™|d(x,a) =1}

A n’a pas de point isolés et A est ’ensemble de tous ses points d’accumulation.
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Théoréme 1.4 1. A est fermé.

2 Aestfermé=s ASNA=0s A=A

3. A est union de A et de ses points d’accumulation.
4. A est le plus petit ensemble fermé contenant A.

5. A est onvert. .

6. A est ouvert si et seulement si A = A.

7. A est le plus grand ensemble ouvert contenu dans A.
8 0A=A\A=AnNAC

Nous donnons ici la démonstration de ces résultats qui est & prendre comme un excellent exercice de
logique.

, . = . ye

Démonstration. 1. Nous devons montrer que A~ est ouvert. Pour ce faire nous allons supposer qu’il
. . S C - . .

ne est pas. Dans ce cas il existe x € A~ tel que, pour tout & > 0, Us /5(x) N A n’est pas vide. Soit y

un élément de cette intersection. D’une part, comme y € A, Us s2(y) N A n’est pas vide. D’autre part,
comme d(x,y) < §/2, 'inégalité du triangle d(z,x) < d(z,y) + d(y,x) < d(z,y) + §/2 nous dit que
Us /2(y) € Us(x). On en déduit que Us(x) N A n’est pas vide. Comme ceci est vrai pour tout & > 0, il
en résulte que x € A, ce qui est une contradiction.

2. Nous montrerons la chaine d’implications suivante :
A est fermé = A estouvert = A NA=0= A=A = A est fermé,

qui est logiquement équivalente 2 la proposition 2. La premiére implication de cette chaine résulte de la
définition d’un ensemble fermé.

Supposons A€ ouvert. Pour tout x € A€ il existe donc & > 0 tel que Us(x) C A€. On en déduit que
Us(x) N A =0 et donc que x € A. Il en résulte bien que A° N A = ().

Comme A\ A =A°NA,ilsuitde A*NA =0 etdufait que A C A que A=A.
La derniére implication suit de la propriété 1.

3. Nous avons déja remarqué que les éléments de A et ses points d’accumulation sont adhérents a A. 1l
reste donc & montrer que tout x € A \ A est un point d’accumulation de A. Comme x € A, pour tout
5 > 0 la boule Us(x) contient un point de A. Comme x ¢ A, ce point est distinct de x. On peut donc
conclure que x est bien un point d’accumulation de A.

4. Soit F un ensemble fermé contenant A et x € A. Pour tout § > 0, Us(x) contient un point de A. Il
contient donc un point de F. On en déduit que x € F. F étant fermé, la propriété 2 montre que F = F.
Il en découle que x € F ce qui nous permet de conclure que A C F. Tout ensemble fermé contenant
A contient donc A. Comme ce dernier est fermé et contient A, on en déduit que c’est le plus petit
ensemble ayant cette propriété.

5.81x € A, A est un voisinage de x. Il existe donc & > 0 tel que Us(x) C A. Pour tout y € Uy 2(x),
I'inégalité du triangle montre que Us /5(y) C Us(x) C A. On en déduit que A est un voisinage de y et

que par conséquence Usg /2(x) C A.

6. Si A est ouvert, c’est un voisinage de chacun de ses points. On en déduit que A C A. Comme on sait
d’autre part que A C A on en conclut que A = A. La réciproque est une conséquence immédiate de la
propriété 5.

7. Soit O C A un ensemble ouvert. Comme O est un voisinage de chacun de ses points, on en déduit
immédiatement que O C A. Tout ensemble ouvert contenu dans A est donc aussi contenu dans A.
Comme ce dernier est un ensemble ouvert contenu dans A, c’est bien le plus grand ensemble possédant
cette propriété.

8. Nous allons démontrer la chaine d’inclusions
JA CANASCA\A COA,

qui est équivalente a la proposition 8.
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Si x € A alors, pour tout § > 0, on a d’une part Us(x) N A # @ et donc x € A et d’autre part
Us(x) N A€ # 0 et donc x € A¢. On en déduit bien que 9A C A N A°.

Six € ANACS, alors d’'une part x € A et d’autre part, pour tout § > 0, Us(x) N A€ # 0, ce qui implique
que Us(x) ¢ A. On en déduit que A n’est pas un voisinage de x, c’est-a-dire que x ¢ A. Il en résulte
que ANAS C A\A.

Six € A\ A on a d’une part x € A et donc, pour tout § > 0, Us(x) N A # (). D’autre part, A n’est pas
un voisinage de x, c’est-a-dire que pour tout & > 0, Us(x) ¢ A et donc Us(x) NAS # (. O

1.1.4 Suites dans R™

Une suite dans R™ est une fonction
N — R™

k = x,
quon dénote par (x)xen. Une suite dans R™ est donc définie par les n suites numériques des coordon-
nées du point xx € R™ que nous noterons
Xk = (Xl,ka X2,k aXn,k)~
Si A C R™ et xi € A pour tout k € N, nous dirons que (xk)ken est une suite dans A.

La suite (xk)ken dans R™ est convergente et converge vers la limite a € R™ st

lim d(xy,a) =0,
k—ro00
C’est-a-dire si le point xi s’approche aussi pres qu’on le désire du point limite a lorsque k — oco. On
écrit alors
lim xx = a.
k—o00
Remarquez qu’on peut reformuler ceci en termes de boules de la maniére suivante : la suite (xi)ken
converge vers le point a si et seulement si, pour tout & > 0 il existe K € N tel que xi € Us(a) pour tout
k > K. Comme toute les boules U (a) sont des voisinages de a et, réciproquement, tout voisinage de a
contient une telle boule, on peut aussi dire que la suite (xi )xen converge vers le point a si et seulement
si, pour tout voisinage V de a il existe K € N tel que xi € V pour tout k > K. La limite d’une suite
convergente est unique. En effet, si

lim x, =a et lim xx = b,
k—o0 k—o0

alors I'inégalité du triangle d(a, b) < d(a, xx) + d(xk, b), valable pour tout k € N, implique

d(a,b) < lim d(a,xx) + d(xx,b) =0,
k—o0

ce qui nous permet de conclure que a = b.

1 2
Xk = 1+Ea@ )

converge vers le point a = (1, 0) car la suite numérique

Exemple 1.6 La suite

1
d(Xk,(l) = @4»@7

tend vers 0. <

Comme le montre cet exemple, on doit connaitre la limite de la suite pour pouvoir appliquer la défini-
tion de la convergence que nous venons de donner puisqu’il est nécessaire de calculer la suite numérique
d(xk, a). En pratique on calcule la limite d’une suite dans R™ a I’aide du résultat suivant qui ramene ce
probléme au calcul des limites de n suites numériques.
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Théoréme 1.5 Lasuite (xy)xen dans R™ est convergente si et seulement si les n suites numérigues (X1 x )xen
(X2, ) ke, - (Xn,k ) xen des coordonnées de xy sont toutes convergentes. De plus

lim xy = (a1, az,...,an),
X—00

a; = lim Xi.k
) k—o00 1%

pourj =1,2,... . n

Démonstration. Pour toutj € {1,2,...,n}ona
Ik — a1* < Pk — @il + xox — aol® + - 4 Ixnx — anl?
En prenant la racine carrée des deux cOtés de cette inégalité on obtient
I, — a5 < d(xx, a).

On en déduit que si d(xy, a) tend vers 0 lorsque k — o0, il en va de méme de [x; x — a;|. Ceci montre
bien que
lim xy =a = lim Xj,k = Qj.
k—o0 k—oo 7’
Réciproquement, si
lim x5 x = q;
k—o0 ik )
pour tout j € {1,2,...,n}, alors [xj,x — aj] tend vers 0 lorsque k — oo pour tout j € {1,2,...,n}et
par conséquence

d(xk,a) = \/\XLk — 12+ [xax — a2 + -+ xnx — anl?,

tend également vers 0. O
Exemple 1.7 La suite dans R? définie par

Xk = (k sin1 kK ek>
k — k,\/1—|—7k27 )

pour k > 1 converge vers (1,1, 0). En effet, on vérifie aisément que

1 k
lim ksin= =1, lim ——=1, lime *“=0.
k—o00 k T koo V14 k2 T koo
<
Exemple 1.8 La suite dans R? définie par
Xk = (ka eik)a
ne converge pas puisque la suite de ses premiéres coordonnées x1, . = k n’est pas convergente. <

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que pour vérifier qu'un ensemble A C R™ est fermé on
doit montrer que son complément est ouvert. Le théoréme suivant nous permet une approche alterna-
tive.

Théoréme 1.6 Un point a est adhérent a ensemble A C R™ si et seulement si il existe une suite (xi)xen
dans A qui converge vers a.

Démonstration. Supposons que a € A. Pour tout k € N on pose dx = (1 + k) ™! en remarquant que
dx — 0 lorsque k — oo. Comme, pour tout k € N, Us, (a) N A n’est pas vide, il existe xx € A tel que
d(xk, a) < 8. La suite (xx)ken ainsi obtenue converge bien vers a.

Supposons maintenant que la suite (xi)xen, telle que xi € A pour tout k, converge vers a. Comme
nous I’avons remarqué au début de ce paragraphe, pour tout 5 > 0 il existe K € N tel que xi € Us(a)
pour tout k > K. Comme xx € A, on peut en déduire que Us(a) N A n’est pas vide et donc que a est
adhérent a A. O
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Remarque 1.7 En modifiant légérement ces arguments, on montre aisément que a est un point d’accu-
mulation de A si et seulement si il existe une suite dans A \ {a} qui converge vers a.

Corollaire 1.8 Un ensemble A C R™ est fermé si et seulement si, pour toute suite convergente (Xi)xen
dans A on a limy_,o Xk € A.

Démonstration. Supposons que A soit fermé. Le théoréme 1.6 nous permet de conclure que st (xx)xen
est une suite dans A telle que limy_, o X = a alors a € A. Comme le théoréme 1.4 nous dit que A = A,
on abien a € A.

Réciproquement, si toute suite convergente dans A converge vers un point de A, le théoreme 1.6 nous
permet de conclure que A C A. Comme A est toujours inclu dans A, on en déduit que A = A et le
théoréme 1.4 nous permet de conclure que A est fermé. O

Exemple 1.9 Une droite est un sous-ensemble fermé du plan. En effet, une droite du plan est décrite

par
D= {(Xl,XQ) € R2 ‘AXl + Bxy = C},

ou A, B et C sont des constantes. Si (X )xen est une suite convergente dans D alors
Axyx + Bxox = C,

pour tout k € N. Si limy_,o Xk = a = (aj, az), le théoréme 1.5 nous permet de dire que a; =
limy 00 X1,k €t Az = limy_, o X2 k. On en déduit que

Aa; +Bas = lim Axqx + Bxgx = C,
k—o0

C’est-a-dire que a € D. Le corollaire 1.8 nous permet de conclure que D est fermé. Un raisonnement
analogue montre que tout sous-espace affine de R™ est fermé. <

1.1.5 Continuité

Si A C R™, une fonction f définie sur A est une relation qui, a chaque point x € A associe un

nombre réel f(x). Comme un point x € A est déterminé par ses n coordonnées x = (x1,X2, ..., Xn),
on peut voir f comme une fonction de 1 variables réelles. C’est pourquoi on peut écrire f(x) =
f(x1,%2,...,%n). Voici quelques exemples de telles fonctions.

Exemple 1.10 La fonction
f(xl7x2) = \/ X% +Xg7
est définie sur R? tout entier. On peut aussi la décrire par f(x) = d(x, (0,0)) = ||x||-

La fonction
uv

gl w) = — e

est définie sur A = {(u,v,w) € R?|(w —u)(w—v) > 0}.

La fonction
e"2 +y242z2-t2

(x—=Dy—Dz—1)(t+1)’
est définie sur R*\ {(1,1,1,—1)}. <

h(x7y7 Z7 t) =



CHAPITRE 1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 17

1.1.5.1 Limites de fonctions

Définition 1.9 Soit  une fonction définie sur A C R™ et a un point d’accumulation de A. On dit gue f(x)
converge lorsque x tend vers a si il existe L € R tel que, pour toute suite (xi)xen dans A\ {a} convergeant
vers a, on a

lim f(xy) =L.

k—o0

Dans ce cas on dit que L est la limite de T lorsque x tend vers a et on écrit

lim f(x) = L.

X—a

Remarque 1.10 Lexistence et la valeur de cette limite peut dépendre de A, c’est pourquoi on écrit
parfois
lim f(x) =1L,
ASx—a
pour bien spécifier 'ensemble A considéré dans cette limite. Uexemple suivant illustre cette probléma-
tique.

Exemple 1.11 Considérons la fonction définie sur R? par

1 six>0,

f(x,y) = ,
0 s1x<0.

Les suites xx = (1/k,0) et yx = (—1/k,0) convergent toutes deux vers (0,0). La suite f(xyx) = 1
converge vers 1 alors que la suite f(yx) = 0 converge vers 0. On en conclut que f ne converge pas
lorsque x tend vers (0, 0). Cependant, si on restreint f au demi-plan A = {(x,y) € R?|x > 0} on a
f(x) = 1 pour tout x € A et donc limy_, f(xk) = 1 pour toute suite (xi)ken dans A convergeant vers
(0,0) € dA. Dans ce cas on peut écrire

lim f(x)=1.
A35x—(0,0)

On montre de maniére similaire que si B = {(x,y) € R?|x < 0}, alors

lim  f(x) = 0.
B3>x—(0,0)

<

Théoreme 1.11 limy_, f(x) = Lsi et seulement si, pour tout ¢ > 0 il existe & > 0 tel que 0 < d(x,a) < &
et x € A impliguent que If(x) — L] < e.

Démonstration. Nous démontrons la nécessité de la condition formulée dans le théoréme par contra-
position. Nous supposons donc que limy_, q f(x) = L mais qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout & > 0
il existe x € A avec 0 < d(x,a) < & et [f(x) — L| > &. Dans ce cas, pour tout k € N il existe un
xk € A\ {a}tel que d(xx,a) < (1 +k)"!et|[f(xx) — L] > &. On en déduit que la suite (x)xen dans
A\ {a} converge vers a, mais que f(xx) ne converge pas vers L, une contradiction avec notre hypothése
de départ.

Pour démontrer que la condition du théoréme est suffisante, on remarque que si cette condition est
satisfaite et si la suite (xi)xen dans A \ {a} converge vers a, alors pour tout ¢ > 0 il existe K € N tel
que 0 < d(xk, a) < & pour tout k > K, ce qui implique que |f(xx) — L| < €. On en conclut que f(xy)
converge vers L. O

Remarque 1.12 On peut paraphraser ce théoréme en disant que f(x) converge vers L lorsque x tend
vers a si et seulement si la distance entre f(x) et L peut étre rendue aussi petite qu’on veut en rapprochant
suffisamment le point x du point a.
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1.1.5.2 Fonctions continues sur R™

Définition 1.13 Une fonction f définie sur A C R™ est continue en a € A si a est un point isolé de A ou si

lim f(x) = f(a).

X—a

On dit que f est continue sur X C A si elle est continue en chaque point de X.

Exemple 1.12 La fonction définie par
0 si (x,y) = (0,0),

flx,y) = sinx sin y

/x2 + y2

est continue sur R2. Pour le prouver, nous devons montrer qu’elle est continue en chaque point a € R2.
Considérons tout d’abord le cas particulier a = (0,0). Pour montrer que f est continue en ce point
nous devons montrer que si (Xx)ken est une suite qui converge vers (0,0), alors la suite numérique
f(xx) converge vers 0. Comme |sin x| < [x| pour tout x € R, on a

sinon,

x|yl

S ey

sinx sin y
VX2 +y?

pour tout (x,y) € R?\ {(0,0)}. Comme d’autre part

If(x,y)l =

P — 20yl + lyf* = (x = [y)* > 0,
on a I'inégalité

Xyl < 5 (kP +1yP) =5 (x* +v?), (1.2)

N =

1
2
pour tout (x,y) € R2. On en déduit que

1 x? 2 1
FoY)l < 5~ = VA R

\2 X2+y2 2

En remarquant que cette inégalité, que nous avons démontrée pour (x,y) € R?\{(0, 0)}, est trivialement
satisfaite pour (x,y) = (0, 0), nous pouvons écrire que

|f(Xk)| < d(Xk,(0,0)),

DN | =

et en conclure que f(xy) tend bien vers 0 si la suite x converge vers (0, 0).

Considérons maintenant le cas a = (u,v) # (0, 0). Si la suite (xk, yx) converge vers a, alors

lim xx =u, lim yx =,
k—o0 k—o0

et par conséquence
lim sinxy sinyy = sinu sinv, lim /x2 +y? = Vu? +v2.
k—o0 k—o0

Comme vu? + v2 # 0, on en conclut que

. . sinXxy sinyy sinu sinv
lim f(xy,yx) = lim Yk _ =f(u,v).
k—o0

koo /xE +yi Vu?2 42

<

Remarque 1.14 A I’aide du théoréme 1.11 on peut dire que f est continue en a si et seulement si, pour
tout € > 0 il existe § > 0 tel que d(x,a) < & implique [f(x) — f(a)| < &. Autrement dit, pour toute
boule U, (f(a)) il existe une boule Us(a) telle que f(x) € U¢(f(a)) pour tout x € Us(a).
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f Si f est continue en a = (ay, Az, .. ., Ay ), il en résulte immédiatement que la fonction
t=flay,...,q5-1,t aj41,...,an),
est continue en t = aj, et ceci pour tout j € {1,2,...,n}. Cependant la continuité de

ces fonctions n’est pas suffisante pour assurer la continuité de f en a, comme le montre
’exemple suivant.

Exemple 1.13 Considérons la fonction f définie par

0 si (x,y) = (0,0);
fixoy) = 72)(1_; sinon
X2 4+ y? '

En remarquant que f(x,0) = 0 et f(0,y) = 0 on en conclut que les deux fonctions d’une variable t —
f(t,0) et t — (0, t) sont continues en t = 0. Considérons, pour 0 fixé, la suite x;, = (k~* cos 0, k! sin 0)
dans R2. On a limy_,o Xk = 0. Cependant, comme f(xx) = 2 cos 0 sin® = sin 20 on remarque que

lim f(xy) = sin 20,
k—o0

dépend de 0, et donc du choix de la suite xx. Ceci montre que f n’a pas de limite lorsque x — (0,0). f

n’est donc pas continue en (0, 0). <

En pratique, on peut souvent mettre a profit les régles élémentaires suivantes pour étudier la continuité
d’une fonction :

1. Les fonctions "coordonnées" Xj(x1,X1,...,Xn) = X;j sont continues sur R™.

2. Sif et g sont deux fonctions continues en a € R™, alors les fonctions

(f+9llx) = f(x)+g(x),
(fg)(x) = f(x)g(x),

sont continues en a. Si en plus g(a) # 0, alors la fonction

f _ fx)
<9)(X)_ g(x)’

est continue en d.

3. Si fy,fa,..., T sont des fonctions continues en a € R™ et si g est une fonction continue en
b = (fi(a),f2(a),...,fm(a)) € R™ la fonction F(x) = g(f1(x), f2(x),...,Tm(x)) est continue
en a.

Exemple 1.14 La fonction

(xf —x3)

f(x1,x2,%3) = X113 cos(x3) + —d 32
( 1, A2, 3) ( 3) X% +X% +X§
est continue en R3 \ {(0,0,0)}. <

Théoreme 1.15 Si f est continue sur R™ et A C R est ouvert (resp. fermé) alors
fHA) ={x e R"[f(x) € A},

est ouvert (resp. fermé).

L’image, par une fonction continue, d’un ensemble ouvert (resp. fermé) n’est pas nécessaire-
ment un ensemble ouvert (resp. fermé).
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1.1.5.3 Continuité uniforme

Définition 1.16 Une fonction f est uniformément continue sur A C R™ si, pour tout € > 0, il existe un
& > 0zel quex,x" € Aerd(x,x’) < & impliguent If(x) — f(x')| < e.

Autrement dit, f est uniformément continue sur A si

gimo sup {|f(x) — f(x')||x,x" € A, d(x,x") < 8} = 0.
—

Exemple 1.15 La fonction
1
f =
() L+x3+x3’

est uniformément continue sur R?. En effet, le développement

flx) — F(x’) = X2 4 x5 —x} —x3 (e xa) (g —x1) + (x5 + x2) (x5 — o)
(1+x2 +x3)(1 +x{2 +x5) (1+x2 4+x3)(1+x[2 +x5?) ’

permet d’obtenir ’estimation

x1] + Xl Ixa| + [x3]
f(x) — f(x")]| < x; —x! |+ 2 Xo — X4|.
) =TS T e T T g e e )2
Comme
1|+ Ixq| _ [x1] Ix1]

(14+x2 +x3)(1 4+ %2 +x%?) (T+x2+x3)(1+xP2+x2) (1 +x2 +x2)(1+ %72 +x4?)

. x4 Ix1]

SO+ x3)  (T+xP)

1 1

on déduit aisément que
[F(x) — F(x") < Pex —xq] + [xa —x5] < d(x,x").

On a donc
sup {|f(x) — f(x)|[x,x" € R?,d(x,x") < 8} < 8,

et par conséquence
%in%)sup{lf(x) —f(x)lx,x" € R?,d(x,x") < 8§} =0.
—

Définition 1.17 1. Un sous-ensemble B C R™ est borné s’il est contenu dans une boule U, (x).
2. Un sous-ensemble K C R™ est compact s’il est fermé et borné.

Nous admettrons le résultat suivant sans démonstration.

Théoréme 1.18 Toute fonction continue sur un ensemble compact y est uniformément continue.

1.2 Fonctions différentiables

1.2.1 Courbes différentiables

Une fonction x : I =]a, b[— R, est déterminée par les deux fonctions x; : I — Ret x2 : I — IR telles
que x(t) = (x1(t), x2(t)).
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X, X(t)

Y
<

x,(® !

La fonction x est différentiable en t € Isi la limite

x'(t) = }1113% M’

existe. Comme

x(t+h)—x(t)  (xi(t+h)—xi(t) x2(t+h)—xa(t)
h - h ’ h ’
on en déduit que x est différentiable en t si et seulement si les deux fonctions x; et x5 sont différentiables

en t. Dans ce cason a 4
X
V=8 = (x1(1), x5 (1).

Définition 1.19 Une courbe (paramétrée) différentiable dans le plan R? est une fonction différentiable

x: Ja,b[ = R?
t = x(t).

Lensemble des points {x(t) |t €la, b} C R? est la trace de cette courbe. La dérivée x' (t) est le vectenr vitesse
(ou simplement la vitesse) de la courbe an point x(t).
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X(t)

x(t+h)

X'(t)

Y
<

Lorsqu’il n’est pas nul, le vecteur vitesse x'(t) dirige la tangente a la courbe au point x(t) et le vecteur
normalisé

est le vecteur tangent a la courbe en x(t).

Exemple 1.16 La trace de la fonction x: ]0, t[— R? définie par x(t) = (cost, sin t) est un demi cercle
de rayon 1 centré a l’origine. Cette courbe est différentiable, son vecteur vitesse

x'(t) = (—sint, cost),
ne s’annule jamais. Sa tangente au point x(t) est donnée par {x(t) + Ax’(t)|A € R}, soit
{(x1,%x2) € R?|xy = cost—Asint,xy =sint+ Acost,A € R}.
Lélimination du parameétre A permet d’obtenir I’équation de cette tangente

X1 co8t+ xgsint = 1.

Remarque 1.20 On généralise facilement ces constructions au fonctions x : I — R™ pour n > 2.

1.2.2 Champs scalaires

Un champ scalaire sur une région Q du plan affine R? est une fonction f : Q — R c’est-a-dire une
relation qui, a chaque point x = (x1,%2) € Q associe une valeur f(x) = f(x1,x2) € R. On dira que
Q est le domaine de la fonction f qu'on notera D(f). Dans les applications, un champs scalaire décrit
souvent les variations d’un parametre en fonction de la position dans I’espace physique. Exemple : la
température au niveau du sol en fonction de la latitude et de la longitude est un champ scalaire. La figure
suivante en donne une représentation codée par une échelle de couleurs.
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D’autres possibilités sont envisageables. Exemple : dans une mole de gaz parfait la loi d’Avogadro
pV =RT,

lie la pression p, le volume V et la température absolue T (R, la constante des gaz parfait, ne varie pas).

Cette relation permet d’exprimer la pression comme une fonction de deux "variables" : la température

et le volume RT

L (13)
\%

Ici, le domaine “naturel” de la fonction f est D(f) = {(T, V) € R?|T > 0et V > 0} car la température

absolue et la pression sont des quantités positives.

p=f(T,V)

Le graphe d’une fonction f: D(f) C R? — R est 'ensemble
G(f) = {(x1,x2,x3) € R?| (x1,x2) € D(f) et x3 = f(x1,%2)}.

Cette surface dans R? nous donne une représentation géométrique de la fonction f.

La figure suivante représente le graphe de la fonction f(T, V) = RT/V (en fait seulement une partie de
ce graphe!).
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Une autre fagon de représenter une fonction de 2 variable est de tracer ses courbes de niveau
2
Ne(o) ={(x1,%2) € R*[f(x1,%2) = o).

Géométriquement, la courbe de niveau N¢ (o) est la projection sur le plan x1,x2 de P'intersection du
graphe G(f) avec le plan d’équation x3 = &, comme suggéré dans la figure suivante.

Exemples : si f est la température en fonction de la position ses courbes de niveaux sont les isothermes.
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==
= 2

7/ /[ [ Tropique

i)

ISOTHERMES
DE JUILLET

Finalement, si f représente la hauteur d’un point de la surface terrestre, ses courbes de niveau sont celles
apparaissant sur les cartes topographiques.



CHAPITRE 1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 26

S’il est plus difficile de représenter graphiquement des fonctions de plus de 2 variables, il est facile de
définir un champ scalaire sur un domaine Q C R™ avec n > 2. Comme nous le verrons, le passage
d’une variable f(x) a deux variables f(x1, x2) requiert des concepts nouveaux alors que le passage de
deux variables a n variables n’est souvent qu’une question de notation.

1.2.2.1 Dérivées partielles

Définition 1.21 Soit f : D(f) C R? — R une fonction de deux variables. On dit que f admet en x =
(a,b) € D(f) une dérivée partielle par rapport a la premiére variable si la limite
of f(a+h,b) —f(a,b)

e, (@ P) = lim, n )

1.4)
existe.

On remarquera que la limite (1.4) n’est autre que la dérivée en a, au sens usuel du terme, de la fonction
d’une seule variable x +— f(x,b), la seconde variable restant fixée a sa valeur b. On définit de fagon
analogue la dérivée partielle de f par rapport a sa seconde variable. De nombreuses notations usuelles
existent pour ces dérivées partielles, on écrit par exemple

of of
—_ b= —
aX1 (Cl, ) aX1

0
— (5e7) fa:) = @0, 7)(ab) = fu,(ab) = fila.b)
x=(a,b) 1

pour la dérivée partielle par rapport a la premiére variable. Les dérivées partielles d’ordre supérieur sont
définies par induction. Par exemple, si (1.4) existe, sa dérivée partielle par rapport a la seconde variable

est définie par

2
AR N

aXanl @ - aXQ 6x1

k—0 k

= lim 1 <£(a,b+k) — E(a,b)) )
x=(a,b) axl ax1

On note qu’en général 'ordre dans lequel on effectue les dérivée est important

2 2
O (ab) # 2t

(G'?b)?

aX2 ax1 aX1 aX2
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voir cependant le théoréme 1.32 ci-dessous a ce sujet. Les notations pour les dérivées d’ordre supérieur
sont nombreuses, il faut en particulier bien noter comment elles encodent 'ordre des dérivées,

0%
Foae (&) = (35,05, (a,b) = fx, (,b) = fia(a,b),
i .
anaX2 (a7b) = (aX1 axlf)(a,b) = fxlxlxz((l?b) = f112(a7b).
1

Exemple 1.17 La fonction

0 si (x,y) = (0,0);
flx,y) = xy?
x2 +y2

sinon,

admet des dérivées partielles en tout point de R2. Pour (x,y) # (0,0) on a

o )_yg(x2+92)—xy3(2><) -y

ox oY= (x2 +y2)2 o (x24y2)2”
et

o ) = 3xy?(x* +y*) —xy®(2y) (3% +y?)xy?

oy T (2 +y?)? CEERE

Pour calculer les dérivées partielles en (0,0), on utilise la définition

of 7 f(h,0) —f(0,0) .. 0—0

x OV TR
“ of £(0,h) — £(0,0) 0—0

T R

Nous pouvons maintenant calculer les dérivées partielles mixtes du second ordre en (0,0) comme suit

0%f 1 /of of 1 /hd
dyox (0,0) nso h <6x(0’ ) 0x (©, O)> = <h4 0> ’

alors que

0% f .1 /of of .1

Exemple 1.18 Les dérivées partielle de la fonction f(T, V) = RT/V sont

of R of RT
Ses 4 dérivées secondes sont
o%f 02f R 0%f 02f RT
et ses 8 dérivées d’ordre 3 sont
0% 0% 0% 0%
Trv="2L 1v=2T Tvi="2" 1v)=
aT?’( V) aV@TQ( V) aTavaT( V) aTQaV( V=0,
0% RT  0%f 0%f 0%t R
2 vz 2T mv=—2 _1mvi=-2 (1v)=2>.
aV3( V) 6V4’ aTaVQ( V) avaTaV( V) 82V8T( V) V3
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On se souviendra qu’une fonction d’une variable différentiable en un point est continue en ce point.

é Si f admet des dérivées partielles en (a, b), elle n’est pas nécessairement continue en ce point.

Exemple 1.19 La fonction f de ’exemple 1.13 n’est pas continue en (0,0). Cependant, il suit du fait
que f(x,0) = f(0,y) = 0 qu’elle admet en ce point des dérivées partielles

of of
—1(0,0)=0 ——(0,0) =0.
500 =0, 50,0

<

Exemple 1.20 Le lagrangien d’un point matériel de masse m se mouvant sur une droite sous I'influence
d’une force conservatrice de potentiel V est la différence entre son énergie cinétique et son énergie
potentielle. C’est une fonction de deux variables : sa position ( et sa vitesse ¢,

1(q,d) = 3md® — V(@)

Le mouvement du point matériel est décrit par I’équation d’Euler-Lagrange
d /oL oL
— | == q) | = — q). 1.5
(elaa) = felaa (15
Les dérivées partielles du lagrangien sont

oL
0q

Sous I’équation (1.5) se cache donc I’équation de Newton

oL
~(q,9) =mq, a(mq)zv’(q)-

mg =—-V'(q).
<

Exemple 1.21 L’entrop1e thermodynamlque d’un gaz est une fonction du nombre N de molécules qui
le compose, de I’¢ energle cinétique totale U de ces molécules et du volume V occupé par ce gaz. Les forces
électromagnétiques agissant entre les molécules étant de courte portée, il est raisonnable de les négliger
lorsque la distance moyenne entre les molécules est grande, c’est-a-dire lorsque le gaz est suffisamment
dilué. En mécanique statistique on démontre que dans cette approximation ’entropie est

ou kg est la constante de Boltzmann, une constante fondamentale qui fixe I’échelle des températures

absolues. Il est d’usage de mesurer cette température en degrés Kelvin (K°), et dans ce cas kg =

1.3806503 - 10~23 Joule / Kelvin. Il découle des principes fondamentaux de la thermodynamique que

la température T et la pression p du gaz peuvent s’exprimer a I’aide des dérivées partielles de I’entropie
1 9S p_0s

En calculant ces dérivées partielles on obtient les relations

1 3N pkN

T "Bauw T BV (1.6)

En notant que le nombre de molécules N est égal au produit du nombre de mole n par le nombre
d’Avogadro N o on obtient, a partir de la seconde relation (1.6), I’équation d’état

pV = T\.(kBNA)T.
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En comparant cette derniére avec la loi d’Avogadro (voir (1.3) ol nous avons supposé . = 1) on obtient
la relation R = kgN4 entre la constante phénoménologique des gaz parfait R et les deux constantes
fondamentales kg et Na. La premiere relation (1.6) montre que la température du gaz est une mesure
de Pénergie cinétique moyenne

u 3

o kT
Y=N T2k

des molécules qui le compose. <

1.2.2.2 Dérivées directionnelles

Les dérivées partielles d’une fonction de deux variables décrivent le taux de variation de cette fonction
lorsqu’une de ses variable varie, ’autre restant constante. De maniére plus générale, on peut s’intéresser
au taux de variation de f lorsque ses arguments (X1, X2) varient dans une direction fixée.

Définition 1.22 Soit (w,v) € R? un vectenr unité (||(w,v)|| = 1). La dérivée directionnelle de f en
(a,b) € D(f) selon la direction (u,V) est définie par
fla+tu,b+tv) — f(a,b)

d .
(Dpuwfla,b) = —fla+tub+tv) = lim . . 1.7)

Pour interpréter géométriquement cette quantité, on note que la courbe définie par la formule t —
x(t) = (a+tu,b+tv, f(a+tu, b+ tv)) est I'intersection du graphe de f avec le plan vertical engendré
par les deux vecteurs (u,v,0), (0,0, 1) et passant par le point (a, b, 0).

Lexistence de la dérivée directionnelle (1.7) est donc équivalente a I'existence d’une tangente a cette
courbe en (a, b, f(a,b)). La valeur de cette dérivée est la pente de la tangente (voir I'illustration ci-
dessus)

(D wf)(a,b) =tana.

On dira aussi que c’est la pente du graphe de f en (a, b) dans la direction (u,v).
On remarquera finalement les deux cas particuliers

of of
(D(l,o)f)(aab) = ((l,b), (D(O,l)f)(avb) = ((l,b).
0x1 0x2
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Exemple 1.22 La dérivée directionnelle de la fonction f(T,V) = RT/V en (T,V) selon la direction
(u,v) est
dART+tw| R RT

SU— V.

D = _— =
PuwTV) = 5 ~Vin o Vv

<
Exemple 1.23 Soit f la fonction définie par
0 si(x,y) = (0,0);
_ 2
flxy) = XY sinon .
x? +y?
Ses dérivées directionnelles en (0, 0) sont
. f(tu,tv) — £(0,0)
(D(u,v)f)(0> 0) = lim
t—0 t
(tu) (tv)?
t—0 t((tw)2 + (tv)?2)
2
uv
= m = f(u, V).
La fonction f admet donc en (0, 0) des dérivées dans toutes les directions (u,v). <

1.2.2.3 Différentielle

Définition 1.23 La fonction f est différentiable en un point (a,b) intérieur a D(f) si il existe des constantes
A et B telles que
Lo flathb+k) —[f(a,b)+ AR+ Bk _
(hk)—(0,0) [ (h, k)|

0. (1.8)
f est différentiable sur un onvert O C D(f) si elle est différentiable en chague point (a,b) € O.

Nous montrerons un peu plus bas que si f est différentiable en (a,b) les constantes A et B dans ’ex-
pression (1.8) sont déterminées de maniére unique, ce qui justifie la définition suivante.

Définition 1.24 Si f est différentiable en (a,b), la différentielle de f en (a,b) est Lapplication linéaire

df(a,b) : R? — R
(w,v) — Au-+ By,

on les constantes A et B sont déterminées par (1.8).

La différentielle de f en (a,b) est également appelée application linéaire tangente a f en (a,b) ou
simplement dérivée de f en (a, b).

Exemple 1.24 f(x,y) = xy est différentiable sur R2. Pour le vérifier, notons que pour tout point
(a,b) e R?onaf(a+h,b+k)—f(a,b) = ak + bh + hk. En posant A = b et B = a on obtient, a
Iaide de I'inégalité 1.2,

f(a+h,b+k)—[f(a,b) + Ah + BKk] hk 1 ——
= < 5 h2+k27
| (h, %) | VR2rk2 2

d’ott Pon déduit facilement (1.8). La différentielle de f en (a, b) est donc donnée par

df(qp)(u,v) =bu+ av.

Théoréme 1.25 Si f est différentiable en (a,b), elle est continue en ce point.
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Démonstration. Comme Ah+ Bk et ||(h, k)| tendent tous deux vers 0 lorsque (h, k) — (0, 0), il suit
immédiatement de (1.8) que

lim  f(a+h,b+k)=f(a,b).
(h,k)—(0,0)

O

Lemme 1.26 Sit +— x(t) € R? est une courbe différentiable et si f est différentiable en x(to) alors f(x(t))
est différentiable en t = tg et
df(x(t))
dt

= dfy (1) (x'(t0))

t=to

Démonstration. Soient x(t) = (x;(t), x2(t)) une courbe différentiable et f différentiable en x(tg). On
peut écrire

Fx(t)) = f(x(to)) _ ¢

() + G(t)H(t),

t—+1p
ou
F(t) = AX1(t) —x1(to) n sz(t) — X2 (to)
B t—to t—ty
G(t) = f(x(t)) — [f(x(to)) + (Alx1(t) — x1(to)) + Bx2(t) — xa(to))]
[[x(t) —x(to) ’
iy 0 = x(to)]
t—+1o
Lorsque t — tg on a F(t) — Ax{(tg) + Bx4(to) et
_|[x(t) —x(to) ,
R e ‘ NIV

et donc H(t) reste borné alors que G(t) — 0 par (1.8). On obtient bien

df(x(t))
dt

= AX{ (tg) + BXé (to). (1.9)

t=tg

1.2.2.4 Plan tangent

La dérivée d’une fonction d’une variable détermine la droite tangente a son graphe. Qu’en est-il des
fonctions de 2 variables ? Qu’est-ce que le plan tangent au graphe de f en (a, b)?
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Pour mieux comprendre sa nature, considérons la courbe différentiable t — x(t) = (x1(t),x2(t))
dans le plan x;x2 passant par (a,b). Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que x(0) =
(x1(0),%x2(0)) = (a,b). Alors t — P(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) ou x3(t) = f(x1(t),x2(t)) est une
courbe sur le graphe de f. Si f est différentiable en (a, b), le lemme 1.26 montre que cette courbe est
elle aussi différentiable en t = 0. Son vecteur vitesse en P(0) est P'(0) = (x1(0),x5(0),x%(0)) ou

/

x3(0) = df(qb)(x1(0),x3(0)) = Ax{(0) + Bx3(0). (1.10)

La courbe P(t) étant sur le graphe de f, P/(0) doit étre tangent a ce graphe en P(0). En fait, le plan

tangent au graphe de f en (a, b, f(a, b)), si il existe, est engendré par les vecteurs vitesse de toutes les
courbes différentiables sur le graphe de f passant par ce point.
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Soit
x3 = f(a,b) + a(x1 — a) + B(x2 — b),
’équation du plan tangent (ceci revient a dire que n = (—, —f3,1) est un vecteur normal a ce plan).

Nous voulons déterminer ses coefficients directeurs « et . Commengons par remarquer que le vecteur
vitesse P/(0) appartient au plan tangent si et seulement si P/(0) L n,

n-P(0) = —ax](0) — Bx5(0) +x5(0) =0,

c’est-a-dire
x3(0) = ax1(0) 4 Bx5(0).

En comparant cette expression avec (1.10) on conclut que les coefficients directeurs & et f ne sont
autres que les coefficients A et B de la différentielle df 4 ). Pour déterminer ces coetficients il suffit de
considérer une classe particuliére de courbes : t — x(t) = (a + tu, b + tv) (des segments de droites!).
Dans ce cas x1 (0) = u, x5(0) =vet

d
x5(0) = af(a—ktu,b +tv) = (D f)(a,b),
t=0

est la dérivée directionnelle de f en (a, b) selon (u, v). Nous avons ainsi montré que si f est différentiable
en (a,b) alors ses dérivées directionnelles en (a, b) existent et sont déterminées par la différentielle

(D(u,v)f) ((1, b) = df(a,b] (u,v).

En considérant (u,v) = (1, 0), nous obtenons

of
A = df(qu)(1,0) = (D(1,0f)(a,b) = v (a,b),
X1
et (u,v) = (0,1) mene a
of
B = df(q)(0,1) = (Do1)f)(a,b) = af(ﬂ,b)-
X2

Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

Théoréme 1.27 Soit f une fonction différentiable en (a,b).

i. fadmet des dérivées partielles en (a,b) et sa différentielle est donnée par

of of
df(a,p)(w,v) :uaiaq(a’b)+vai>c2(a’b)' (1.11)

it. Pour tout vecteur unité (u,v) € R? la dérivée directionnelle (D, )T)(a, b) existe et est une fonction
linéaire de (u,v) donnée par la formule

(Dwflla,b) = dfqp)(u,v). (L.12)

it. Le graphe de f admet en (a, b, f(a, b)) un plan tangent d’équation

X3:f(a,b)+(X1—a)aa—;l(a,b)—&—(xQ—b)aa—);(a,b). (1.13)

Lexistence des dérivées partielles et directionnelles de f est une condition nécessaire pour sa
différentiabilité. Cette condition n’est cependant pas suffisante!

Exemple 1.25 La fonction de I’exemple 1.23 admet en (0,0) des dérivées directionnelles, cependant
(D (1) f)(0,0) = f(u,v) n’est pas une fonction linéaire de (u,v)! f n’est donc pas différentiable en
(0,0). f n’a pas de différentielle en (a, b) et son graphe n’admet de pas de plan tangent en (0,0,0). <
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Approximation linéaire. On peut reformuler la condition (1.8) de la définition 1.23 de la maniére
suivante : f est différentiable en (a, b) si et seulement si il existe une fonction ¢(h, k) telle que

fla+h,b+k) =f(a,b) + dfap) (h, k) + e(h, k) [|(h, k)], (1.14)

et
li h, k) =0. 1.15
om o, e K) (1.15)

En interprétant le terme f(a,b) 4+ df(qp)(h, k) comme une approximation de f(a + h,b + k), la
condition (1.15) exige que lerreur e(h, k) ||(h, k)|| décroisse plus vite que ||(h, k)|| lorsque (h, k) — 0.
On peut donc utiliser I’expression

of of
f(x1,x2) = f(a,b) + df g p)(x1 — a,x2 —b) =f(a,b) + (x; — G)Tm(a’b) + (x2 — b)67x2

(a,b),

comme une approximation de f pour des valeurs de (x1,x2) assez proches de (a, b).

Exemple 1.26 En dimension 2, le potentiel électrostatique d’une charge ponctuelle située a Iorigine
(0,0) du plan est donné par ¢(x,y) = log(x? + y?). Pour évaluer ce potentiel au voisinage du point
(1,0) on peut faire I'approximation ¢(x,y) =~ $(1,0) + (x — 1)dp«(1,0) +ydy(1,0). Comme

2x 2y

dx(x,y) = m7 d)y(X,y) = m»

ona
$(1,0) =log(1) =0, &x(1,0) =2, ¢y(1,0)=0,

et donc ¢(x,y) = 2(x—1). La figure suivante montre Perreur d’approximation ¢ (x,y) —2(x —1) dans
un voisinage de taille 0.1 du point de référence (1, 0).

0.015

<

Exemple 1.27 Soient P = (a,b,f(a,b)), Q = (a’,b’,f(a’,b’)) et R = (a”,b”,f(a”,b"”)) trois
points non alignés sur le graphe de f,p’ = (h/, k') = (a’—a,b’—=b), p” = (W, k") = (a”—a,b” —D).
Il est aisé de montrer (faites le!) que I’équation du plan déterminé par ces trois points est

x3 = f(a,b) + a(x; —a) + B(x2 —b),
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ou les coefficients directeurs sont donnés par
k”(f(a’,b’) — f(a, b)) —k'(f(a”,b") — f(a,b))
x= h'k” —h"k’ ’
h'(f(a”,b") —f(a,b)) —h"(f(a’,b") — f(a, b))
[3 = h'k” —h"k' :
En utilisant Pexpression (1.14) on peut donc écrire

of of
f(a’,b’) —f(a,b) =h'—(a,b) + kK'—(a,b) + & [|p’|,
6x1 6x2
of of
f(a”,b") —f(a,b) =h"—(a,b) + k" —(a,b) + " |p"],
ax1 aXQ

et en déduire que

of of
“:7(a7b)+£7 Bzi(a7b)+n7
0% 02
e = [pl e ) —he’ ']
h/k// _ h//k/ ) T] = h/k// _ h//k/
On remarque maintenant que le module A = [h/k” — h”k’| du dénominateur de ces expressions n’est
autre que la norme ||P’ x P”|| du produit vectoriel des deux vecteurs

P=(h',k’,0), P”=(h",X",0),

E»:

(vérifiez le!). Comme ||[P" x P”|| = ||P/||||IP” || sin @ = ||p’|||[p”|| sin @, @ étant ’angle entre p’ et p”,
et [K' < |lp’Il s k"] < |lp”|| on en déduit que
el < ey Lo e
= p”lllsin @] Ip’[llsin@l ™ = [sin o]

On montre de maniere analogue que ||n|| satisfait la méme inégalité. L'estimation d’erreur (1.15) montre
sip’ — (0,0) et p” — (0,0) de fagon telle que [sin@| > ¢ > 0 pour une constante ¢ (c’est-a-dire
que les vecteurs p’ et p” restent linéairement indépendant!), alors & — 0 et 1 — 0. On interprete
géométriquement le fait que

of of

ax— —(a,b) et P — —I(a,b),

0x1 x4
en disant que, lorsque Q et R s’approchent de P le plan contenant P, Q et R s’approche du plan tangent
au graphe de f en P.

X
A°
e
~ag —a

R
A

g PRI
/ e A L

> M
\\




CHAPITRE 1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 36

1.2.2.5 Regles de différentiation

Les regles suivantes généralisent les régles usuelles concernant le calcul des dérivées d’une fonction d’une
variable. Leurs démonstration constitue un bon exercice que je vous conseille fortement !

1. Si f et g sont différentiable en (a,b) et &, 3 € R alors of + g est aussi différentiable et
d(af +Bg)(ap) = xdf(qp) + Bdf(ap)-
2. Sif et g sont différentiables en (a, b) alors fg I’est également et
d(fg)(a,b) = fla,b)dg(a,b) + 9(a,b)df(qp)-
3. Sif et g sont différentiables en (a, b) et si g(a, b) # 0 alors f/g est différentiable en (a, b) et

g(a7b)df(a,b) - f(aab)dg(a,b)
g(a,b)? '

d(f/g)(a,b) =

4. Si f est différentiable en (a, b) et F est un fonction d’une variable différentiable en f(a, b) alors Fo f
est différentiable en (a, b) et

d(Fof)(qp) = (F of(a,b))df(qp)

5. Sif(x1,x2) = F(x1) et si F est différentiable en a, alors f est différentiable en (a, b) pour tout b € R
et df (q.p)(u,v) = F/(a)u pour tout (u,v) € R

6. Sit— x(t) € R? est différentiable en tg et si f est différentiable en x(tg) alors f o x est différentiable
en tg et (fox)'(to) = dfy(g,) (X' (to)).

1.2.2.6 Fonctions de classe C™

Définition 1.28 Une fonction f est de de classe C™ sur Pouvert O C D(f) C R? si toutes ses dérivées
partielles
o™ +n2f
Oxj" Ox52
existent et sont continues en chaque point (x1,x2) € O. f est de classe C* sur O si elle y est de classe C™ pour
tout entier n.

(x1,x2) avec my+mo <N,

Exemple 1.28 La fonction f(x,y) = y/x? — y? est définie sur le domaine
D(f) ={(x,y) € R*| — x| <y < x[}.
Elle admet, en chaque point de 'ouvert
0 ={(x,y) e R?| - x| <y < xl},
les dérivées partielles
of X of y
a(xay) = )(27—1427 @(Xﬂj) = _\/Tilﬁl
Ces deux fonctions sont continues en chaque point de O. La fonction f est donc de classe C* sur O. Les
dérivées secondes de f sont
0%f y? 0%f x?
32U = 3 y) = s,
0x (x*—y?)¥2" 9y (x* +y?)¥/

0%f (x.y) = Xy o (x. )
oxdy 9= (x2 —y2)3/2  dyox 90

et on en déduit que f est de classe C% sur O. En fait il est aisé de se convaincre qu’elle est de classe C*°
sur O. 4
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Comme le montre cet exemple, il est souvent plus facile de montrer qu’une fonction admet des dérivées
partielles continues que de vérifier explicitement la condition (1.8). Le résultat suivant est utile dans
beaucoup d’applications.

Théoréme 1.29 Toute fonction de classe C sur Pouvert O est différentiable sur O.

Pour démontrer ce théoréme, nous utiliserons le lemme suivant qui est une conséquence immédiate du
théoréme des accroissements finis pour les fonctions d’une variable :

Lemme 1.30 Supposons que f admette des dérivées partielles en chaque point de la boule onverte Us(x) =
{y € R?|||x —yl| < 8} Alors, pour tout y € Us(x) il existe &, &' € Us(x) tels ||& — x| < |ly — x||,
18" =xI| < [y — x| ez

of of

f(y1,y2) — flx1,x2) = (Y1 _XI)TM(E) + (Yo —Xz)anQ(E'l

Démonstration. On peut écrire

f(y1,y2) — flx1, x2) = (f(y1,y2) — f(x1,Y2)) + (F(x1, y2) — f(x1, x2)),
et remarquer que, par le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction x — f(x,yz)

of

—(0
aX1 ( 17y2)7

f(y1,y2) — flx1,92) = (y1 —x1)

pour un 01 entre x; et Y.

[l =yl

O1,92) N\ (v1,90)

(1,02)

(.’L‘l, .’I}Q)

De méme on peut trouver 65 entre X3 et Ys tel que

of
f(x1,Y2) — f(x1,%2) = (Y2 *X2)67(X1,92)-
X2
On obtient le résultat recherché en posant & = (01,ys2) et &’ = (x1,02) et en remarquant (voir la figure
ci-dessus) que [|& — x| <[y — x| et |€" —x| < [[y —x]. O

Démonstration du théoréme 1.29 Soit f de classe C* sur O, x = (a,b) € O et & > 0 tel que Us(x) C
O. Pour tout (h, k) € R? tel que ||(h,k)|| < § on peut appliquer le lemme précédent pour obtenir

fla+hb+k) —fla,b) = hol (&) + kot (&),
ax1 aXQ
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pour des &, &" € Us(x) tels que
&= < (Kl (18 —x] < [[(h, k). (1.16)

On obtient donc la relation

of of
Kl (f(a+h,b+k)— {f(a,b)+hzm(a,b)+kam(a7b)}> _

Lorsque (h,k) — (0,0) on a d’une part

< ] <
Bl Tl S

et d’autre part, en vertu de (1.16), & — x et &’ — x. La continuité des dérivées partielles impliquant que

lim (af(a) _ af(x)) _ lim <af(a’) af(x)) _o,

g—x \ 0% 0x1 0Xo B 0Xo

on déduit de (1.17) que

(f(a—i—h,b +k)— {f(a,b) + hﬁ(a,b) +kaf(a,b)}> =0,
aX1 GX2

1
lim _
(hk)—=(0,0) [(h, K]
c’est-a-dire que f est différentiable en (a, b). O

Exemple 1.29 La fonction x — ||x|| est différentiable sur R? \ {(0, 0)}. En effet on a

ollx| (%1, %) /X7 + %3 (x1. %) X1 X1
o (X1,X2) = ————(X1,X2) = —/=—= = 1,
iy o N R

|Ix|| B a«/x%—l—x%( X9 Xo

aXQ (X17X2) - aX2 X17X2) = /7)(% + X% HXH?

et ces deux fonctions sont continues sur R? \ {(0, 0)} (pourquoi ?). <
Si la fonction f est différentiable, on peut faire un peu mieux que le lemme 1.30 :

Théoréme 1.31 (Théoreme des accroissements finis) Si f est différentiable sur un domaine convexe O
alors, pour tout x,y € O il existe & dans le segment de droite reliant x et y (£ = x + 0(y — x), pour un
0 € [0, 1]) tel gue

of
(&) + (Y2 —x2) 5—(&). (1.18)

fly) — 100 = (1 —x1) o =

ox;

Démonstration. Par définition, O est convexe si x,y € O implique que le segment reliant x et y est
tout entier inclus dans O : &(t) = x + t(y — x) € O pour tout t € [0, 1]. Il résulte du lemme 1.26
que F(t) = f(&(t)) est différentiable sur cet intervalle. Le théoréme des accroissements finis pour une
fonction d’une variable permet d *écrire

fly) — f(x) = F(1) — F(0) = F'(0)(1 — 0) = F'(0),
pour un 6 € [0, 1]. D’autre part, le lemme 1.26 montre que

of of

F/(0) = dfg(e)(£'(0)) = dfg(o)(y —x) = (Y1 —xl)aTl(E(e)) + (Y2 —X2)72(E(9)),

ce qui achéve la démonstration. O

é La convexité de O est essentielle dans ce théoréme.
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Exemple 1.30 f(x) = ||x|| est différentiable sur R? \ {(0,0)}. Considérons les points x = (—1,0)
ety = (1,0). On notera que le segment S = [—1,1] x {0} reliant ces points n’est pas inclus dans
R2\{(0,0)}. On af(y) — f(x) =0,y; —x; = 2 et Yy — xo = 0. Si la formule des accroissements finis
(1.18) était vérifiée pour un & € S\ {(0,0)} on aurait

Fly) = () = 0 = 23 (8) + 0 - (8) = 272 =

— +2
0x1 0Xo
ce qui est absurde. <

)

Théoréme 1.32 (Théoréme de Clairaut) Si f est de classe C? sur lonvert O alors

2 2
o-f (a.b) o-f

ax1 ax2 - 6anx1

(a,b),
pour tout (a,b) € O.

Démonstration. Soit (a,b) € O fixé. Comme O est ouvert, (a + h,b+k) € Osi |[(h,k)|| est assez
petit. Dans un premier temps nous considérons un (h, k) fixé satisfaisant cette condition. En appliquant
a la fonction g(u) = f(u,b + k) — f(u, b) le théoréme des accroissements finis en 1 variable nous
obtenons

gla+h)—g(a) =hg’(a+ 0h), (1.19)
pour un 6 € [0, 1]. Comme
of of
g/(u) = 7(u7b +k) - 7(u7b)7
0% X1

nous pouvons appliquer encore une fois le théoréme des accroissements finis pour obtenir

2

of of
g'(a+06h)=—(a+0h,b+k)— —(a+06h,b)=k (a+0h,b+0'k), (1.20)

0x1 0x1 0x20%
pour un 0 € [0, 1]. On déduit donc de (1.19) (1.20) que

_ _ 2
1 fl(a+h,b+k)—f(a+h,b) _f(a7b+k) f(a,b) _ 04f (a+0hb+0k),
h k k aXanl

Par construction, pour tout (h,k) suffisamment proche de (0,0) cette derniere identité est satisfaite
pour une paire (8,0) € [0,1] x [0, 1].

Nous pouvons donc prendre la limite k — 0 dans cette identité. Compte tenu de ’existence des dérivées
premieres et de la continuité des dérivée secondes, nous obtenons dans cette limite

1/ of of o%f
—| = h,b) — —(a,b) | = Oh,b).
h <6X2(0+ ’ ) a)(g(a7 )> aXanl ((1+ ’ )
La limite h — 0 permet alors de conclure

0%f 0%f
axlaxQ

1.2.2.7 Formule de Taylor

Comme pour les fonctions d’une variable, ’existence de dérivées d’ordre supérieur permet des approxi-
mations plus précises que ’approximation linéaire discutée plus haut.

Théoréme 1.33 Soient f de classe C™ sur Pouvert O C R?, (a,b) € Oet & > 0 tel que Us(a,b) C O. La
Jformule de Taylor

Z an1+n2f hniknz

fla+hb+k) = ax?laxy(mb) + Rn(a, b3 h, k),

niing!
ni+na<n 1 2
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(la somme porte sur tous les entiers non négatifs 1, Ny satisfaisant Ny + Mo < M) est Vérifiée pour tout
(h,k) € Us(0,0) avec un reste donné par la formule intégrale

= (" onf hikn—
Rn(a7b;h7k) :ZO J'O @n(s)w(a‘i‘sh?b‘i'sk)ds m, (121)
j=

on @y, (s) =n(1 — s)™ L. Une autre expression de ce reste est donnée par la formule de Lagrange :

n . .
onf Wk
Ra(a,bink) =3 plat o O e

e (1.22)
70 0%10%y

pour un © € [0, 1] dépendant de a, b, h, k.

Remarque 1.34 La forme précise du reste Ry, (a, b; h, k) est peu pratique. Dans les applications il est
souvent suffisant d’avoir une estimation de ce reste. Pour obtenir une telle estimation, on remarque tout
d’abord que la continuité des dérivées d’ordre n et le fait que 6 € [0, 1] impliquent que

onf onf

hm —_— a+9h,b+9k = — (17b ; 123
(h,k)=(0,0) 9x) Oxy ( ) oxjoxy (a.b) (.2)
pour tout j = 1,...,n. On note ensuite que
hjknfj h2 j/2 k2 n%
= X 1.
|(h, k)™ ‘hz—l—kQ h? + k2

Nous pouvons donc écrire, a partir de la formule de Lagrange (1.22),

n

Ru(a,bih k) =)

j=0

onf hikn
X1 0%q ) n—=)

;+en(a,byh K (R )™,

= onf onf 1 hikn-
en(a,b:h k) = — (a4 0Oh,b+0k)— ——(a,b) | - : ,
( ) jZO <ax116x;_]( ) E)x’lax;_’( )> jln =)t {I(h, k)™

admet Pestimation

-
jln—j)

onf onf

len(a,b;h, k)| < ——— (a+06h,b+0k) — ——(a,b 1.24
( ) % ax{ax;‘ﬂ( ) axllax;l_’( ) (1.24)

Il suit de (1.23) que en(a, b; h,k) — 0 lorsque (h,k) — (0,0).
Nous avons donc obtenu le corollaire suivant.

Corollaire 1.35 Sous les hypothéses du théoréme 1.33,

an1+n2f hnikne n
fla+hbt+k)= ) W(a,b)m+£n(a,b;h,k)||(h,k)H, (1.25)
ni+nz<n 1 2

o en(a, b;h, k) — 0 lorsque (h, k) — 0.
Remarque 1.36 En utilisant la forme intégrale du reste (1.21) et en suivant "argument menant au co-

rollaire 1.35 on peut montrer que la fonction ey (@, b; h, k) est continue sur tout sous-ensemble A C R*
tel que {(a+h,b+k)[(a,b,h,k) € A} C O.
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Exemple 1.31 Nous reprenons 'exemple 1.26. Les dérivées secondes de la fonction ¢ sont données par

X2 —y?
(x2+y2)2’

X2 —y?
(x2+y2)2’

Xy

m, ¢yy(X79) =2

Gxx(x,y) = —2 d)xy(xay) = ¢yX(X7U) =—4

d’ou Pon déduit dxx(1,0) = =2, dyy(1,0) = dyx(1,0) = 0, dyy(1,0) = 2. Le développement de
Taylor a ’ordre 2 de la fonction ¢ en (1, 0) est donc

dx,y) = 2(x—1) — (x —1)2 +y>

Comparez la figure suivante, illustrant I’erreur d’approximation, a celle de ’exemple 1.26 (notez bien
I’échelle sur ’axe vertical !).

x10
2
o

ks

«' 15
x

£
k3
o

“ 05
x
=

0

-0.1

<

Démonstration du théoréme 1.33 Sous nos hypothéses x(t) = (a + th,b + tk) € O pour tout
t € [0,1]. Montrons tout d’abord que la fonction F(t) = f(x(t)) est de classe C™ et ses dérivées sont
données par la formule

) =Y ( m > PR O )ik

J gy
= ) X70Xy

La démonstration se fait par induction. Pour n = 1 le lemme 1.26 montre qu’on a bien

(1) = S Fx(t)) = dyo (< (1)

of

of
=h—
aX2

o aX,l

(x(t)) + kz—(x(t)).

Supposons la formule vérifiée pour F(™ (t), alors

F(g) =3~ ( h ) ; L(X(t))hjk“‘i,

dt ox) oxy )
et le lemme 1.26 nous donne
d anf an+1f an+1f

dt 9xjoxy T ox M axy !
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Nous pouvons donc écrire F+1)(t) comme
n n
n ontlf . i n ontlf . .
C ) e (x (1) )W T < . > e (x(t) WK,
ZO( j > ax11+1ax;—l( ) ; i) axoxy ()
j= j=
En changeant la variable de sommation dans le premiére somme, on arrive a
n+1 n
n ontlf . . n ont+lf i i
. e (x()) WK ( . )..(x(t))h’k’”l_].
j_Zl < j—1 ) X oxy ).;0 ) ) axdoxy )

En regroupant les termes avec j = 1,2, ... 1 on obtient ’expression

(5) St

n+1
0x5

n n+1
Fy =+ K 2y ) ( ’; )] %( (1) ik

j
P} X7 0%

n < 2 ) Lﬂf(x(t))h““.

n+1
0x]

Finalement, en remarquant que

(5)--(30) ()--(1)

< n )+(n)_ nlj +n!(n+1—j)_ m+1)! _<n+1)
j—1 i) im+1—=9)  Glim+1—=7) jn+1—5§) j ’

on obtient le résultat recherché

et

n+1

41 an+1f . »

Fntb(t) = § ( o >._‘(x(t))h3k“+1 J,
s j X oxy

Appliquons maintenant la formule de Taylor en une variable 2 la fonction F(t),

F = Y F0)5 +Ra (o),

avec le reste

R(t) = —O | Jl(l—s)“_lF(“)(s)ds.

m—=1)"J

En posant t = 1 on obtient le développement de la fonction f

1 &/ m omf
flathbtrk) =Y — ( ! >m(a b)WK™ T 4+ R (1).
Z —\ ) ) oxqoxy

Apres un changement de variable de sommation, ce développement s’écrit

an1+n2f hnikne
fla+h,b+k) = Z S g (a,b) I + Rn, (1.26)
ni+n<n 1 2 172

ou le reste s’exprime comme

= onf jgn—i
Z J (1 =)' = (a+sh,b+sk)ds hi
) jtn—j)!

X, 0y
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En invoquant la formule de Lagrange pour le reste

pour un 0 € [0, t], on obtient la forme alternative suivante pour le reste dans (1.26)

n L
onf k")

Ro=Y —2 1 (a+onb4ok)—— .

" ]._Zoaxllax;‘] jln—j)!

1.2.2.8 Extrema

La détermination des extrema, maxima ou minima, d’une fonction est un probléme important appa-
raissant dans de nombreuses applications. Comme dans le cas des fonctions d’une variable, le calcul
différentiel s’avere un outil efficace pour ces questions.

Définition 1.37 Un point xo € D(f) est appelé point critique de T si toutes ses dérivées partielles du premier
ordre sannulent en ce point.

Exemple 1.32 Déterminons les points critiques de la fonction f(x,y) = x? + axy + y? en fonction du
parametre o. Les dérivées premiéres de f sont

fr(x,y) =2x +ay, Fy(x,y) =2y + ax.
Les points critiques de f sont donc les solutions du systéme homogene

2x+ay = 0,
ax+2y = 0.

Le déterminant de ce systéme est 4 — «?. Pour o ¢ {—2, 2}, I'unique solution est (0,0). Pour o = +2,
les solutions forment une droite d’équation y = Fx. La fonction f a donc un unique point critique
x = (0,0) st € {—2, 2}, une infinité de points critiques {x = (u,u)|u € R} si &« = —2 et une infinité
de points critiques {x = (u, —u) |u € R} si o« = 2. <

Définition 1.38 (i) Un point xo € D(f) est un maximum local de f s il existe un voisinage de x¢, Us (xq) C
D(f), tel gue f(x) < f(xq) pour tont x € Us(x).

(11) Un point xo € D(f) est un minimum local de f si il existe un voisinage de xo, Us(xo) C D(f),zel que
f(x) = f(xo) pour tout x € Us(xo).

Théoreme 1.39 Si f admet des dérivées partielles sur Pouvert O et si x € O est un maximum ou un
minimum local de f, alors x est un point critique de f.

Définition 1.40 Un point critique de f qui n'est ni un maximum local ni un minimum local est appelé
point de selle ou col.

Démonstration du théoréme 1.39 Si xg = (a,b) € O est un minimum local de f, a est un minimum
local de la fonction x + f(x,b). La dérivée de cette fonction doit donc s’annuler en x = a, c’est-a-dire

que

of
5 (@:D) =0

En considérant la fonction y — f(a,y) on montre de fagon analogue que

of
a—XQ(a,b) =0.

Le cas d’un maximum local se traite de maniere similaire. O

Comme dans le cas des fonctions d’une seule variable, il est utile d’examiner les dérivées secondes pour
déterminer la nature d’un point critique. La situation dans le cas de deux variables est cependant plus
compliquée et nécessite une petite préparation.
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Formes quadratiques dans R?. Une forme quadratique dans R? est une fonction de la forme
f(x1,x2) = Axf + 2Bx1xo + Cx%,

ou A, B et C sont des coefficients réels que nous supposerons non tous nuls. Son déterminant est défini

par
A=AC— B2

1. Si A > 0 alors A # 0 et on peut écrire, en complétant le carré,

flx1,%2) =

((Axa)? + 2(A%1) (Bra) + (Bxz)?) + 1 (AC — B2)3

= 3 [(Ax1 4+ Bx2)? + Ax3] . (1.27)
On en déduit immédiatement que f(x1, X2) ne s’annule qu’en (0, 0) et qu’en tout autre point le signe de
f(x1,%2) est celui de A. Si A > 0, on dit que f est définie positive. Dans ce cas f(x1, x2) > 0 pour tout
(x1,%2) # (0,0). En particulier, A = min{f(cos ¢@,sin ¢) | ¢ € [0,271]} > O et on a

f(x1,%2) = f(rcos @, rsin @) = f(cos @,sin @)r? = Ar? = Al|(x1,x2)]°.

Si A < 0, f est définie négative et f(x1,%x2) < 0 pour tout (x1,x2) # (0,0). Dans ce cas on montre de
maniére analogue que
f(x1,%2) < =All(x1,%2) 1%,

ot A = min{—f(cos ¢, sin @) | ¢ € [0, 27]} > 0.

2. Si A < 0, la forme quadratique f est indéfinie. Si A # 0, la ’équation (1.27) ci-dessus montre que
f(x1,x2) prend aussi bien des valeurs positives que négatives. Si A = 0 on arrive a la méme conclusion
en observant que

f(x1,%2) = x2(2Bx7 + Cxsa).

3.Si A = 0 la forme quadratique est semi-définie. St A # 0 I’équation (1.27) devient

1

A(Axl + Bxz)?.

f(x1,x2) =
On remarque que f s’annule sur la droite d’équation Axy 4+ Bxy = 0. Elle posséde, en dehors de cette
derniére, le méme signe que A. Si A = 0 on doit avoir B = 0 et f(x1,%x2) = Cx2. Dans ce cas f s’annule
sur la droite d’équation x3 = 0 et prend en dehors de cette droite le signe de C.

Revenons maintenant a ’étude de la fonction f au voisinage du point critique xg = (a, b). Nous sup-
poserons que f est de classe C? dans ce voisinage. Dans ce cas, elle admet un développement de Taylor a
I’ordre 2 et expression (1.25), avec n = 2, donne

fla+h,b+%k) =f(a,b) + %(Ah2 + 2Bhk + Ck?) + e(h, k)| (h, k) ||?,

0%f 02f d2f
A—aixf(a;b)a B 7((1713)7 C—@(a,b), (128)

et e(h, k) — 0 lorsque (h,k) — (0,0).

- ax1 aXQ

Supposons que la forme quadratique Ah? + 2Bhk + Ck? soit définie positive. Il existe donc A > 0 tel
que Ah? 4 2Bhk + Ck? > Al|(h,k)||?. Comme ¢(h,k) — 0, (A/2 + €(h,k)) > 0si (h, k) est assez
proche de (0,0), on en déduit que

fla+h,b+k)—f(a,b) > <;‘ +¢(h, k)> |(h,X)||* >0,

c’est-a-dire que (a, b) est un minimum local de f.

De maniére analogue, on montre que (a,b) est un maximum local de f si la forme quadratique Ah? +
2Bhk + Ck? est définie négative. Lorsqu’elle est indéfinie, f(a+h, b+ k) —f(a, b) admet aussi bien des
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valeurs positives que négatives pour des petits (h, k). Dans ce cas (a, b) est un point de selle. Lorsque
la forme quadratique Ah? + 2Bhk + Ck? est semi-définie, il est impossible de conclure sur la base des
dérivées secondes et une analyse plus détaillée, que nous n’aborderons pas ici, se révele nécessaire.

En résumé, si xo = (a,b) est un point critique de la fonction f et si A, B, C sont donnés par (1.28) la
nature de ce point est déterminé par le tableau suivant.

AC —B? | A | nature de (a,b)
+

+ minimum local
+ — | maximum local
— + | point de selle
0 ?

Exemple 1.33 Considérons la fonction f(x,y) = (x? — y2)e (*+v%) qui est clairement de classe C*.
Ses dérivées premieres sont

(%, y) = 2x(1 — x2 4+ y2)e” *HV), fy(x,y) = —2y(1 +x* —y?)e ¥V,

On a donc fy(x,y) = 0si et seulement si x = 0 ou x> —y* =1 et fyy(x,y) = 0 si et seulement siy =0
ou x> —y? = —1. On en déduit que f posséde 5 points critiques (0, 0), (0, £1), (£1,0). Les dérivées
secondes de f sont
focx,y) = 2(2x* —2x2y? — 52 +y2 4+ 1)e X+,
fxy(xay) :fyx(xay) X2+92)7
fyy (x,y)

dxy(x* —y?)e
—2(2y* — 2x%y? — 5y + X% + 1)e” ¥+,

On a donc le tableau suivant

Point critique | AC — B2 A nature du point critique
(0,0) -4 2 point de selle
(0,£1) 16e—2 4e 1 minimum local
(£1,0) 16e—2 —4e ! maximum local

a comparer avec le graphe ci-dessous!

0.4
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Observez, sur la figure suivante, la structure des courbes de niveau au voisinage d’un maximum local (ici
le point (1,0)). Elles ressemblent a des ellipses. Bien entendu on observerait le méme type de courbes
de niveau prés d’un minimum local.

0.4
0.35 +
0.3

0.2
0.15 A

0.1

0.05 +

0 = %

-0.5
0.5

05 15

Le comportement des courbes de niveau est tres différent au voisinage d’un point de selle. Dans ce cas,
ces courbes s’apparentent a des hyperboles!

: S

-0.1

05 o5

Cette différence se comprend mieux en considérant ’équation Ah? +2Bhk + Ck? = £1. Dans le cas du
maximum local, c’est I’équation d’une ellipse alors que dans le cas d’un point de selle, c’est I’équation
d’une hyperbole. <
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1.2.2.9 Le gradient

Définition 1.41 Le gradient de la fonction f(x1,x1) en (a,b) est le vecteur

Vf(a,b) = (af(a,b) af(a,b)) .

ax1 ’ 6x2

Le symbole V se lit “nabla”, d’un mot grec désignant une harpe. On utilise également la notation grad f
pour le gradient de f.

Harps, p. 984.

Si f est différentiable en (a, b), on peut écrire sa différentielle et ses dérivées directionnelles comme un
produit scalaire
(Df) (w,v) (aa b) = df(a,b) (‘LL, \)) = Vf(aa b) . ('LL, V), (1'29)

et son développement de Taylor d’ordre 1 comme
fla+h,b+k)="f(a,b)+ Vf(a,b) - (h,k)+ e(h,k)||(h, k).

On remarquera en particulier qu'un point critique de f est caractérisé par le fait que son gradient s’an-

nule
of of

Vf(a,b)=0 <= —(a,b)=—
ax1 ax2

(a,b) =0.

Si f est de classe C! sur O, le gradient de f est défini en chaque point de O et ses deux composantes sont
des fonctions continues sur O. Le champ de gradient de f est I’application

VT (@) — R?2
(x1,x2) = Vf(x1,%,),

qui associe un vecteur a chaque point de O. C’est un premier exemple de champ vectoriel, objets sur
lesquels nous reviendrons dans le paragraphe 1.2.3. Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons aux
propriétés géométriques du gradient.

Pour comprendre la signification géométrique du vecteur gradient on applique I'inégalité de Cauchy--
Schwarz a la relation (1.29). On se souviendra que cette inégalité stipule que le produit scalaire de deux
vecteurs x et y satisfait

x -y < [x[lfyll,

et que cette inégalité est saturée, c’est-a-dire que x - y = ||x]|||[y][, si et seulement si x et y ont la méme
direction (il suffit pour s’en convaincre de considérer la formule x - y = ||x]|||y|| cos Z(x,y) ou £(x,y)
désigne I’angle entre x et y). On en déduit que si (u,v) est un vecteur unité la dérivée directionnelle de
f selon cette direction satisfait

(Df)(u,v) (CL b) < ||Vf(a7 b) ||a
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et qu'on a Pégalité si la direction (u,v) est celle du gradient Vf(a,b). La norme du gradient de f
en (a,b) est donc égale a la plus grande dérivée directionnelle de cette fonction en ce point. D’apres
la discussion du paragraphe 1.2.2.2, c’est aussi la plus forte pente du graphe de f au point (a,b). La
direction du gradient est, quant a elle, celle de la plus forte pente, c’est-a-dire la direction dans laquelle
la fonction f croit le plus rapidement.

Exemple 1.34 La figure suivante montre I’allure du champ de gradient au voisinage du point de selle
(0,0) de la fonction f de ’exemple 1.33.

y
//,
N —
S I T
- / Sl v \\ o
/ {/ o “ = —L— = -
o e A 9
-_— A= ey z y
——— -\ - - L v \ \ "'\ 7‘1‘ /, 7 ) -
—— T

<

Si la courbe différentiable x(t) = (x1(t), x2(t)) est une courbe de niveau de la fonction f, alors f(x(t))
est une constante indépendante de t. On a donc

0= SHx(8) = dfyg (x'(1) = VA(H) X0,

qui exprime le fait que le gradient Vf est, en tout point x(t) de la courbe de niveau, perpendiculaire a

son vecteur vitesse x’(t), lui méme tangent a la courbe. Le gradient de f est donc partout perpendiculaire
a ses courbes de niveau.

Exemple 1.35 La fonction f(x) = |x|| ™! est différentiable en dehors de I'origine (0,0). Son gradient

est
Vi) = 5 = <_X1,_X2> _
[l e3P

Les courbes de niveau de f sont des cercles centrés a I'origine
1
flx)=¢c <= |x|=-.
c
Elles sont paramétrées par

x(t) = (x1(t),x2(t)) = (i cost, % sint) .

Le vecteur vitesse sur ces courbes est
/ / i ]‘ . ]‘
x'(t) = (x1(t),x5(t)) = —Esmt,Ecost .

On vérifie bien que ce vecteur est perpendiculaire au gradient de f

x(t)

VE(x(t)) -x'(t) = ~Te@l X

1 1
"(t) = —(cost,sint) - (—C sin t, - cost) =0.
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<

Exemple 1.36 Sur la figure suivante sont représentées les courbes de niveau ainsi que le champ de gra-
dient de la fonction f de I’exemple 1.33 au voisinage du point de selle (0, 0).
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1.2.3 Champs vectoriels

Un champ vectoriel sur Q C R? est une fonction X : Q — R? qui, & chaque point x = (x1,%2) de Q

associe un vecteur
X1(x1,%2)

Xx) = ( Xa(x1,%2) ) ’

de R2. Comme pour un champ scalaire, on dit que Q est le domaine de X qu'on dénote D(X). On
définit de maniére analogue un champ vectoriel sur un domaine de R? ou de maniére générale sur un
domaine de R™. On parle alors d’un champ vectoriel de dimension n. Nous avons déja rencontré un
exemple de champs vectoriels dans le paragraphe 1.2.2.9 : le champ de gradient d’un champ scalaire. En
voici d’autres.

Exemple 1.37 La figure suivante est un portrait du champ vectoriel

X(x1,%x2) = ( G ) (1.30)

X1

défini pour x = (x1,x2) € D(X) = R?. Ce portrait est obtenu en dessinant une fléche proportionnelle
au vecteur X(x) en un certain nombre de points x € D(X).

On notera sur cette figure que le vecteur X(x) est partout tangent aux cercles centrés sur l'origine. On
appelle ligne de champ une courbe qui, en chacun de ses points, est tangente au champ. Les cercles
centrés sur [origine sont donc les lignes de champ du champ (1.30). On représente parfois un champ
vectoriel en dessinant uniquement ses lignes de champ.
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y > %1

7N
2

Une telle représentation permet de visualiser la direction du champ, par contre elle ne contient aucune
information sur son intensité, c’est-a-dire sur la longueur ||X(x)||. Par exemple le champ

1 —X2 X(x1,%2)
Y - = LX) 131
(Xl,XQ) X% +X§ ( X1 ) 2 ( )

xi +x3
a les méme lignes de champ que X, il est cependant tres différent (en particulier, il est singulier en
x = (0,0)). <

Les champs vectoriels jouent un role fondamental en géométrie différentielle, sujet que nous n’aborde-
rons pas dans ce cours. Ils sont aussi omniprésents en physique.

Exemple 1.38 Voici le champ magnétique engendré par un courant électrique stationnaire d’intensité
I dans un conducteur cylindrique infiniment long, de rayon R, centré sur I’axe x3. C’est un champ
vectoriel de dimension 3. Son expression analytique est donnée par la loi de Biot-Savart

21 X
B(x1,Xx0,x3) = —5——5~ X , 1.32
1, A2y X3 C(X%—i—x%) 01 ( )

ou c est la vitesse de la lumiére. Son domaine est ’extérieur du conducteur,
3142 4 o2 2
D(B) ={x = (x1,x2,x3) € R’ [x] + x5 > R*}.

En voici le portrait.
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On vérifie facilement que les lignes de champ sont ici les cercles horizontaux centrés sur I’axe x3. En
effet, un tel cercle est décrit par la courbe

x(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) = (acost, asint,b),

ou a > R est le rayon du cercle et (0,0, b) son centre. Le vecteur vitesse de cette courbe, qui en dirige
la tangente, est donc

x1(t) —asint —xa(t)
x'(t)=| xi(t) | = acost = x1(t) ,
x5(t) 0

et on trouve bien qu’il est proportionnel a B(x(t)),

2
X (t) = %B(x(t)).

Une autre caractéristique remarquable du champ B est que d’une part il ne dépend pas de la coordonnée
x3 et d’autre part sa troisieme composante est toujours nulle. Cette propriété est une conséquence de
la symétrie de translation dans la direction verticale du systeme physique en question. Elle permet en
outre de réduire la description du champ B a ’aide d’une coupe horizontale. En se restreignant a un
plan horizontal (par exemple x3 = 0), on peut décrire le champ B a I’aide d’un champ de dimension 2,

b(x1,%x2) = A < G ) )

c(x?+x3) \ x1

dont voici le portrait.
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Exemple 1.39 Un autre exemple est le champ de gravitation terrestre. En plagant la terre a origine du
systeme de coordonnées, ce champ est donné par la formule de Newton

X1
X 1
A(x1,X2,x3) = —GM—— = —-GM X , 1.33
(x1,%2,%3) <P (2 +x2 +x2)3/2 X:Q), (1.33)

ol G = 6.673 107 m3Kg s 2 est la constante de gravitation universelle et M la masse de la terre.
Son domaine est
D(A) = {x = (x1,X2,x3) € R*|x] + x5 +x3 > R},

ou R est le rayon terrestre (le champ de gravitation est différent a I'intérieur de la terre!). Tout corps
de masse m plongé dans ce champ subit une force égale a mA. Le portrait du champ de gravitation
est donné dans la figure suivante. On identifie aisément les lignes de champ : ce sont les demi-droites
pointant vers [’origine.
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Ici aussi on remarque la présence d’une symétrie. Si R est une rotation d’angle quelconque autour d’un
axe passant par 'origine, alors A(Rx) = RA(x). Comme dans 'exemple précédent, cette propriété
permet de réduire la description du champ en effectuant une coupe par un plan quelconque passant
par Porigine. En choisissant le plan x3 = 0 on obtient une représentation de dimension 2 du champ

gravitationnel
a1 x0) = —GM——~ (%
1,A22) — (x%+x%)3/2 Xo .

1.2.3.1 Changements de coordonnées

A premiere vue, un champ vectoriel semble étre simplement une collection de champs sca-
laires. En effet les composantes Xj (x1, x2) et Xa(x1,X2) sont des fonctions a valeur réelle,
tout comme des champs scalaires. Pour faire apparaitre la distinction entre champ scalaire et
champ vectoriel il faut considérer le comportement de ces objets lors d’un changement de
coordonnées.

Rappelons tout d’abord qu’un systeme de coordonnées cartésien dans le plan enclidien orienté est spécifié
par une origine O et une base orthonormée {e, e2}, formée de deux vecteurs tels que [|e1]| = 1 et e
résulte d’une rotation d’angle 71/2 dans le sens positif de e1. En particulieronae; -e; =ey-ex = 1let
e; - e2 = 0. Les composantes d’un vecteur X dans ce systeme de coordonnées sont les deux nombres X;
et X3 tels que X = Xje; +Xaea. On peut les obtenir en prenant le produit scalaire de X avec les vecteurs
de base : X3 = X ey, Xa = X e2. Les coordonnées x1, x2 d’un point P sont les composantes du vecteur

OP. Les axes du systéme de coordonnées sont les deux droites dirigées par e; et e; et passant par O.

Introduisons un nouveau systéeme de coordonnées d’origine O et de base {€;, €2}. Soient (a,b) les co-
ordonnées de O dans ’ancien systeme de coordonnées et @ la mesure algébrique de I’angle entre e; et
—

€1: 00 = ae; +bey, €] = €1 cos @ + ey sin @, €5 = —eq sin @ + e, cos @. Les nouvelles coordonnées
(X2,X32) d’un point P sont reliées a ses coordonnées originales (x1, x2) par la formule

X; = a-+Xj;cos@—Xysin @,
(1.34)
Xo = b+ Xysin@ + X2 cos @.
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Si f est champ scalaire, f(x1, X2) exprime une propriété (par exemple la température) liée au point P de
coordonnées (x1, x2). Dans le nouveau systeme de coordonnées la méme propriété s’exprime donc par
le champ scalaire f défini par

f(x1,%2) = f(x1,%2), (1.35)
ou X1 et xo sont les fonctions de X; et X2 définie par (1.34). De méme, st X est un champ vectoriel ses
composantes X; (X1, X2) et X2(X1,X2) dans le nouveau systéme de coordonnées sont déterminées par ses
composantes X1 (x1,%2) et X2(x1,x2) dans le systéme original par la relation

X1 (X1,%2)€1 + Xa(%X1,%X2)€ = X1 (x1,%2)e1 + Xa(x1,x2)e€2.

Xo e
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On en déduit aisément les formules de changement de coordonnées d’un champ vectoriel

Xi(X1,X2) = X1 (x1,%2) cos @ + Xa(x1,%2) sin @,
(1.36)

Xa(X1,%X2) = — Xi(x1,x2)sin @ + Xa(x1,x2) cos @.

Notez bien que les composantes d’un champ vectoriel ne se transforment pas comme un champ scalaire !

Déterminons encore comment se transforme le gradient d’un champ scalaire. Dans les nouvelles coor-
données, le gradient du champ f est donné par

- of _ _  of _ _
Vf(XhX?) = T(XlaXQ)aT(X17X2) )
axl aXQ
ol f(X1,%2) est défini par la formule (1.35). Nous pouvons calculer ses composantes a I’aide du lemme
1.26 et de la formule (1.11). Pour cela il suffit de considérer X3 comme une constante dans (1.34) et
E(t) = (a+tcos @ —Xgsin @, b + tsin ¢ + X3 cos @) comme une courbe différentiable. On obtient

O ) df(E)
ox, T Ty

of of .
= 5—(x1,%2) cos @ + ——(x1,x2) sin @.
0x1 0xo

t=%x1

La seconde composante du gradient se calcule de maniére analogue. On obtient ainsi la transformation

of _ _ of of .

= (X1, %) = < (x1,%2) cos @ + —(x1,%2) sin @,
ax1 6x1 ax2

of _ _ ) of

—(X1,X2) = — —(x1,%x2)sin@ + =—(x1,x2) cos @.
aXQ 6x1 aX2

Une comparaison avec (1.36) montre que le gradient se transforme bien comme un vecteur dans un
changement de coordonnées.

Remarque 1.42 Nous n’avons considéré que des systemes de coordonnées cartésiens dans le sens précisé
au début de ce paragraphe. Lorsqu’on admet des systemes de coordonnées plus généraux (c’est-a-dire
des transformations de coordonnées non orthogonales) on remarque que le gradient ne se transforme
pas comme un vecteur, on dit que c’est un co-vecteur. Il en va de méme de certains champs comme
le champ magnétique (exemple 1.38) qui est un pseudo-vecteur (ou vecteur axial). Il change de signe
par rapport aux vrais vecteurs (ou vecteurs polaires) lorsqu’on inverse I'orientation de I’espace. Nous
n’approfondirons pas ces subtilités dans ce cours.

1.2.3.2 Dérivées partielles d’'un champ vectoriel

Les composantes X, X2 d’un champ vectoriel étant des fonctions de D(X) dans R on peut, comme
pour un champ scalaire, définir les dérivées partielles d’un champ vectoriel

X, i), Xy, &

b).
6x1 an 6x1 ax2 (a7 )

Tout comme nous avons regroupé les dérivées partielles d’un champ scalaire dans un vecteur, son gra-
dient, il est commode de regrouper les dérivées d’un champ vectoriel sous la forme d’un tableau ou
d’une matrice 2 x 2 (ou plus généralement n x n si le champ est de dimension 1)

X (a,b) Zhia,b)
9(X1, X2) (@.b) = 0x1 0x2 (1.37)
0(x1,x2) aXQ(a b) aXQ(a b) ’ ’
ox, oxy

qu’on appelle matrice jacobienne du champ X. Le déterminant de cette matrice

(aab) (aab) (a,b)

o2 2(a,b
6x1 an 6X2 ax1 ((17 )7

0 0 0 0 0
Mo =det (S22 (@) = T a0 P2 (@) = T a0 22

0(x1,x2)
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est une quantité importante sur laquelle nous reviendrons au paragraphe 1.2.4.1, on I’appelle jacobien
du champ X. Il en est de méme de la trace de la matrice jacobienne qu’on appelle divergence du champ

X
0(X1,Xz2) 00Xy
0(x1,x2) ( ’b)) X

0X2

b =
(a.b) + 5.2

diVX(aﬁb) =tr < ((l,b).

Exemple 1.40 Le champ (1.30) admet des dérivées partielles en chaque point de IR?. Sa matrice jaco-
bienne est constante

XXl (0

0(x1,x2) Lo )’

ainsi que son jacobien JX (4 p) = 1. Sa divergence est nulle div X (4 p) = 0. Le champ (1.31) admet quant
a lui des dérivées partielles en tout point de R? \ {0}. Sa matrice jacobienne est

2ab —a? +b?
a(Y17Y2)(a b) = (a2 +1b2)2  (a? +b?)?
d(x1,x2) | —a?+0b? —2ab ’
(a2+1b2)2  (a% +b?2)2
son jacobien JY (4 p) = —(a? + b?) 2 et sa divergence est nulle div Y4 ) = 0. <

1.2.3.3 Champs vectoriels différentiables

Définition 1.43 Un champs vectoriel X est différentiable en (a,b) € D(X) si ses composantes X1 et Xo
sont des fonctions différentiables en (a,b). Il est différentiable sur onvert O si il est différentiable en chague
point de O. Il est de classe C™ sur O si ses composantes les sont.

Vérifiez que f est différentiable en (a, b) si et seulement si
X(CL + ha b+ k) = X((l, b) + dX(a,b] (h7 k) + £(ha k)||(h7 k)”a
ou £(h, k) — 0lorsque (h,k) — (0,0) et (h,k) = dX(q,p)(h, k) dénote I'application linéaire

0X3 0X;

(q,b)h+ -L 0X;
aXQ

X X
aXQ

b)k
(a,b)k, 5

dX(a,b)(hv k’) = ( (avb)h+ (aab)k> )

oy

associée a la matrice jacobienne (1.37). Comme pour les champs scalaires, dX 4 p) est appellée différen-
tielle ou dérivée du champ vectoriel X en (a, b).

La plupart des résultats concernant les fonctions différentiables des paragraphes précédents s’étendent
immédiatement aux champs vectoriels différentiables. Par exemple, si X est de classe C! sur O il est
différentiable sur cet ouvert.

Exemple 1.41 Le champ de gravitation (1.33) est de classe C* sur R\ {(0, 0, 0)}. Sa matrice jacobienne
est

—2x% +x3 + X3 —3x1X2 —3x1X3
(xF+x3+x2)5/2  (xF+x34+x3)%/2  (x3 +x3+x3)5/2
—3x1% x2 —2x2 + %32 —3X9X:
dA (x; xz,x5) = —GM 2 2 : 22 5/2 21 2 : 2 S/g 2 2 : 32 5/2
(X2 +x3 +x3) (x7 + x5 +x3) (x7 + x5 +x3)
—3x1X3 —3x2X3 x? 4+ x% — 2x3

(xF +x3 +x5)%2 (xF+x3 +x5)%/2 (xF + x5 +x3)°/

Malgré I'apparente complexité de cette formule, ’application linéaire correspondante est tres simple.
Pour s’en rendre compte il faut écrire la matrice jacobienne sous la forme

1 00 XX XXz X3
GM T N L GM
dA, = 5 0 1 0 ] =3[ XaX1 XoX2 XoX3 = —TT(I —3P),
0 0 1 X3X1 XgXa X3Xs3
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oux = (x1,X2,x3), T = [|x]] et X = (X1,%2,%3) = (x1,%2,%3)/T = x/7 est le vecteur unité dans la

direction de x. La matrice identité I correspond a I’application identique u + u de R? alors qu’a la

matrice P correspond la projection orthogonale sur la droite vectorielle engendrée par x, w +— (% - u)x.

Relativement a une base orthonormée dont le premier vecteur est X, la matrice jacobienne prend donc

la forme simple

-2 0 0

o 1o (1.38)
0 01

Son jacobien est le déterminant de cette matrice, JA, = 2G3M3r~%. On note finalement que div A, =

0.

Une application de la matrice jacobienne que nous venons d’obtenir est le calcul des forces de marée.
Linhomogénéité du champ gravitationnel est a la source de ces forces. Pour le comprendre considérons
effet du champ gravitationnel de lune sur la terre. Plagons la lune a I’origine des coordonnées et dési-
gnons par x le centre de gravité de la terre. Laccélération de ce centre de gravité due a la lune est alors
donnée par A(x) (formule (1.33), ou M désigne la masse de la lune). Un point x + u situé a la surface de
la terre subit quant a lui une accélération

Alx+u) = A(x) + 6A(u).

Comme le champ A n’est pas constant, cette accélération n’est pas la méme que celle du centre de
gravité : SA(u) # 0. Un point de la surface de la terre est donc accéléré relativement a son centre de
gravité. En vertu de la loi de Newton, cette différence d’accélération induit une force. Cette force de
marée est responsable du phénoméne bien connu portant ce nom. En premiére approximation, elle est
donnée par le développement de Taylor

SA(u) = dAu. (1.39)

La figure suivante en donne une illustration (pas a I’échelle!) : I'accélération différentielle dAu a la
surface de la terre est représentée par les fleches rouges. Le profil qui en résulte donne une idée qualitative
de la déformation du globe terrestre et des masses océaniques due aux forces de marée.

Il est intéressant de comparer les accélérations du centre de masse de la terre dues a la lune et au soleil
et les accélérations différentielles a la surface de la terre dues aux forces de marée correspondantes.
L’accélération du centre de masse due a un corps de masse m placé a une distance d de la terre résulte de
(1.33),

Gm

1Al = =3,
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alors que I’accélération due aux forces de marée est approximativement donnée par (1.39) et (1.38),

GmR
oAt = SX,
ol R = 6.4 10% m est le rayon moyen de la terre.
masse distance (moyenne) a la terre [|A] IBA]|
Lune | 7.3 10*2Kg 3.810%m 3.3107°m/s? | 45107 " m/s?
Soleil | 2.0 10%° Kg 1.5 10" m 5.91073m/s? | 2.51077 m/s?

On remarque que si ’accélération du centre de masse due a la lune est 100 fois plus faible que celle due
au soleil, ’effet de marée de la lune est presque 2 fois plus important! <

1.2.3.4 Laplacien et fonctions harmoniques

Si f est un champ scalaire de classe C2, son gradient est différentiable. La divergence de ce gradient est
appelée laplacien de f et noté

, 2f 0% f
Af(x1,x2) = div VFf(xq,%x2) = aTCQ(xl,xQ) + aTQ(thQ).
1 2

Un fonction f est dite harmonique sur Q si Af(x) = 0 pour tout x € Q.

Exemple 1.42 Le potentiel ¢(x1,x2) = log(x3 + x3) est harmonique sur R? \ {0}. <

1.2.4 Transformations

Dans les paragraphes 1.2.3 nous avons interprété les valeurs prises par une fonction X : Q — R? comme
des vecteurs. Nous allons maintenant les considérer comme des points du plan. Dans cette perspective,

une fonction
X: Q — R2

(u,u) = (x1(ug, ug), xa(ug, uz)),
est une transformation du domaine Q dans son image x(Q) = {x(u, u2) | (uy,uz) € Q}.
Exemple 1.43 Soient a = (a1, a2),b = (by,ba) € R? deux vecteurs linéairement indépendants et

¢ = (c1,c2) € R2 Lapplication affine x définie par x(1y,12) = uja + uzb + ¢ est une bijection du
plan dans lui méme. A l'aide de la matrice

o a; b1
(o)
cette transformation s’écrit x(u) = Au+c. Comme x(u+h) —x(u) = Ah, x est partout différentiable

et sa matrice jacobienne est dx,, = A pour tout u € R2. Notez que la matrice A est non-singuli¢re car
ses colonnes sont linéairement indépendantes. Le jacobien de x est lui aussi constant J,x = det A =

(lle — (lgbl.
1 b2 —bl
A ! -
det A ( —Qg ap ) ’

permet d’écrire I'application réciproque de x comme x'(u) = A7'u+ ¢’ ot ¢/’ = —A~'c. On
remarque donc que dx;;' = A1, Dans le cas particulier ¢ = (0,0), a = (1,0), b = (0, 1) I'application
x est I'identité x(u) = u tout comme sa différentielle dx, (h) = h.

La matrice inverse

x transforme le rectangle Ao = [0, h] x [0, k] en un parallélogramme

A ={sha+tkb+c]|s,t € [0,1]}.
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kb

ha

La valeur absolue du déterminant d’une matrice 2 x 2 est égale a I’aire du parallélogramme engendré par
les deux vecteurs colonnes de cette matrice (démontrez-le!). On en déduit que I’aire du parallélogramme
A est donné par

h(ll kbl . . .
‘det ( h(12 kb2 ) ’ = |ha1kb2 h(lgkbﬂ = |IuX| hk.

Comme hk est I'aire du rectangle Ag, on peut résumer cette remarque en disant que la transformation
x multiplie les aires par |, /. <

1.2.4.1 Jacobien d’une transformation

Une transformation x différentiable en (ug, Vo) se comporte localement comme une transformation
affine

x: (ug +h,vo + k) — x(ug, vg) + hxy (g, vo) + kxy (ug, vo) + erreur.
Lexemple précédent nous amene naturellement a penser que [aire de I'image x(R) d’un petit rectangle
R = [ug, ug + hl x [vg, vo + k] est bien approximée par
Aire de x(R) ~ |]x(u07\,0)] Aire de R.

Dans ce paragraphe nous démontrons une formulation précise de ce fait qui nous sera trés utile pour
traiter du changement de variables dans les intégrales doubles au chapitre suivant.

Théoréme 1.44 Soient x : O — R? une transformation de classe C* sur Pouvert O, A C O un sous-
ensemble fermé et & > 0 tel que (w4 h, v+ k) € O pour tous (u,v) € Aet (h,k) € Us(0,0). 1] existe une

Jonction A telle que
lim  A(h,k) =0,
(h,k)—(0,0)

et
Atredex([u,u+h] x [v,v+k]) = |Jx(@v | Mkl + [|(h, K)[[* A(h, k),

pour tous (u,v) € A, (h,k) € Us(0,0).

Démonstration. Fixons (u,v) € A et pour tout (h,k) € Us(0,0) posons

R(h, k) = x([u,u+h] x [v,v+K]).
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X(u+h,v+k)

La fonction x étant de classe C', le corollaire 1.35 et la remarque 1.36 montrent que pour tous s, t €
[0, 1],
x(u+ sh,v + tk) — (sha + tkb + ¢) = ||(sh, tk)| e(u,v; sh, tk),

ou les vecteurs a, b, ¢ sont donnés par
a=xy(u,v), b=x(uv), c=x(u,v),
et ¢ est une fonction continue sur A x Us(0, 0) telle que €(u,v;0,0) = 0. En posant

A(h, k) = max le(u,v; sh, tk)],
s,t€[0,1],(w,v)EA

on remarque que A(h, k) — 0 lorsque (h, k) — (0,0), qu’on peut écrire
[Ix(uw+ sh,v+ tk) — (sha + tkb + ¢)|| < |[(h,k)|| A(h, k), (1.40)

et que r(h, k) ={sha + tkb + c|s, t € [0, 1]} est un vrai parallélogramme (voir "exemple 1.43).
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Lestimation (1.40) montre en particulier que tout point
x(u+sh,v+tk), (s,t) € ([0,1] x {0,1}) U ({0,1} x [0, 1]),

du bord de R(h, k) se trouve a une distance inférieure ou égale a ||(h, k)|| A(h, k) du point correspon-
dant sha + tkb + ¢ du bord du parallélogramme r(h, k). On en déduit que R(h, k) est inclus dans
un parallélogramme 1+ (h, k) et contient un parallélogramme = (h, k) comme illustré dans la figure
suivante, la distance entre les cotés de r(h, k) et ceux de v (h, k) étant ||(h, k)| A(h, k).

R(h,k)

lI(h,K)[1ACh.k)
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On en déduit d’une part que A~ (h, k) < A(h,k) < A*(h,k), A¥(h, k) désignant l’aire de v*(h, k).
D’autre part, on se convainc aisément qu’il existe une constante C telle que Iaire A°(h, k) de r(h, k)

satisfasse
IA%(h, k) — A% (h, k)| < C||(h,k)|* A(h, k).

Il en résulte que
Ai(hv k) - Ao(ha k) g A(h7 k) - Ao(ha k) g A+(h7 k) - Ao(h7 k)a

et donc
IA(h, k) — A%(h, k)| < C||(h, k)||? A(h, k).

Comme nous ’avons remarqué dans Pexemple 1.43, A%(h, k) est la valeur absolue du déterminant de la
matrice dont les colonnes sont ha et kb, ¢’est-a-dire

R v k0 ()

A%(h, k) = | det ° y = [Ix(u | WK,
6x2 ax2 ’
hﬁ(ua") kW(U’V)

d’ou ’on déduit
JA(R, k) — x| IRkl < Cl[(h, K)[]? A(h, k).

1.2.4.2 Fonctions composées, changement de variables

Théoreme 1.45 Soit F une transformation différentiable en a € R?. Si le champ scalaire f est différentiable
en F(a) alors f o F est différentiable en a et sa différentielle est donnée par

d(f o F)a = df]:(a) o dFa. (141)

La formule (1.41) peut s’écrire de maniére plus explicite en termes de dérivées partielles. Si F(y1,ys) =
(x1(Y1,Y2),x2(y1,Y2)) alors

of 6x1 of aX2
7(F(a))afyj(a) + aTz(F(a))aT]—

o(foF
S a) = 5 (@, (1:4)
j
pourj =1,2.

De méme, si X est un champ vectoriel ou une transformation différentiable en F(a), on peut appliquer
le théoréme 1.45 a chacune de ses composantes. On obtient ainsi la formule

d(XoF)q = dXg(q) 0 dFq,

ou encore
6x2

dy;

d(X{ o F) (@ AX;

0x1 0X;
ay]- - ax1 (a) +

(F(a))aTJj 0%y

(Fla))=—(a),

pouri,j = 1,2.

Exemple 1.44 On dit que (r,0) €]0, 0o[x [0, 27t[ sont les coordonnées polaires du point
x(1,0) = (x1(1,0),x2(1,0)) = (rcos 0, rsin 0) € R?\ {(0,0)}.

Notez que les coordonnées polaires du point (0,0) ne sont pas bien définies puisque x(0,0) = (0,0)
pour tout 0. Les coordonnées polaires sont singulieres a 'origine.
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e x(r,8)

A\

Soit f(x1,%2) un champ scalaire sur le plan R%. Dans certaines circonstances, en particulier en présence
d’une symétrie de rotation autour de Porigine, il est plus commode de travailler avec des coordonnées
polaires (r,0) qu’avec les coordonnées cartésiennes (x1,x2). En coordonnées polaires, le champ f est
décrit par la fonction f(r,0) = f(rcos0,rsin0), c’est-a-dire f = f o x. Par abus de notation, on omet
souvent de distinguer les fonctions f et f et on écrit f(r, 0) au lieu de f(r,0) pour désigner I’expression
du champ f dans les coordonnées (1, 0). Par exemple, le champ f défini en coordonnées cartésiennes sur
R?\ {0} par la formule

2x1X2

—_ 1.43
x2 +x3’ (1.43)

fx1,%x2) =

prend une forme beaucoup plus simple en coordonnées polaires

21rcosOrsind
12082 0 + 12 5in’ 0

f(r,0) = = sin(20).

Etant donnée I’expression f(r, 8) du champ en coordonnées polaires, comment calcule-t-on son gradient
of of
(Vf)(r,0) = [ =—(rcosB,rsinB), — (rcos,rsin0) | .
0% 02
Pour répondre a cette question, on applique la formule (1.42) pour obtenir

(r,0) + fx, (x(r, 6))%(1‘, 0) = fx, (x(r,0)) cos® + fy, (x(r,0)) sin O,

o

11(r,8) = £, (x(r,8) 2

et
a 42
00 00

Ces relations peuvent s’écrire sous forme matricielle
fr(r,0) \ cos 0 sin 0 fy, (x(1,0))
fo(r,0) / — \ —rsin® Trcos0 fx, (x(1,0))

On obtient une expression du gradient du champ f en coordonnées polaires en résolvant le systeme
linéaire ainsi obtenu pour les composantes fy, et fy, de ce gradient,

fo(r,0) =y, (x(r,0)) == (1,0) 4 fx, (x(1,0)) ==-(7,0) = —fx, (x(7,0))rsin 0 + fy, (x(r,0))7r cos .

iy (x(r,0)) \ [ cos® —1r'sin® fe(r,0)
( o (x(7.0)) ) = ( sin® 1 cos@ ) ( fo(r,0) ) : (144)
c’est-a-dire of L of
(Vf)(r,0) = a(ﬁ 0)e1(0) + ;%(T, 0)e2(0). (1.45)

ou nous avons introduit les vecteurs orthonormés

e1(0) = (cos 0,sin0) e2(0) = (—sin 0, cos ).
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}X1

Remarquez I'apparition du facteur 1/r dans ces formules, une conséquence de la singularité des coor-
données polaires a I'origine.

Avec le champ (1.43) on obtient par exemple

(v)(r,0) = 22 ¢ g) 4 LI () 2€05(20)

or T 00 T e(0).

Intermede : le calcul des opérateurs différentiels. Voici une autre fagon trés pratique d’exprimer
I’identité (1.44)

0 0 sin@ 0
a—Xl = cosea ~ 30
0 . 0 cosO 9 (1.46)
67x2 = sm@aqt 30"

Pour interpréter ces relations, il faut en appliquer le membre de gauche a I’expression d’un champ sca-
laire f en coordonnées cartésiennes (x1,%2) et le membre de droite a I’expression du méme champ en
coordonnées polaires (1, 0). Chaque membre de ces relations est ce qu’on appelle un opérateur différen-

tiel. Le laplacien en deux variables
02 02
A=t~
X3 Ox3
ou en trois 52 52 52
A=sstast30
ox;  0x5  0x3

sont des exemples d’opérateurs différentiels. En voici un autre

Lo 0 2
- 167(2 anl'

De maniére générale, un opérateur différentiel est une expression du type

Qnitma

n, ns *
0% 10Xy

D= ) anmn,(x1,%2)

ni,n2
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qui agit naturellement sur des fonctions suffisamment différentiables, D : f — Df, selon la formule
Qnitmaf
(Df)(x1,%2) = Z Qnyn, (X1, X2) W(thﬁ

mni,n2

Le gradient est un opérateur différentiel a valeur vectorielle

0o 0

Un opérateur différentiel est clairement linéaire, pour tous a,b € R et toutes fonctions f, g suffisam-
ment différentiables,
D(af +bg) = aDf + bDg.

Un opérateur différentiel est donc une application linéaire sur tout espace vectoriel de fonctions suffi-
samment différentiables. Par exemple le laplacien est une application linéaire de ’espace vectoriel des
fonctions de classe C? dans I’espace vectoriel des fonctions continues ou de ’espace vectoriel des fonc-
tions de classe C*° dans lui-méme.

On peut faire des calculs algébriques avec des opérateurs différentiels, par exemple
, d d d d
S (mJ‘m)@m‘“m)
0 0
= (o) (va) = (va) (oa)
0 0 0
= (o) (va) = (o) (o).

3 (o)

il faut tenir compte du fait qu'une dérivée agit sur tout ce qui se trouve a sa droite, en effet

xixif (x1,%2) = xi xE (x1,%2)
L oxy 2o LX) = Mg\ X 1, X2

Pour calculer un produit comme

ox 02f
= X1T2(X17X2)a (X17X2)+X1X2a 23X1( 1,%2)
= x af(x X2) + X1X 0°f (x1,%2)
— 1aX1 1, A2 1 anga 1,22),

C’est-a-dire que

a2V (02 ) e,
! an 2 6x1 - 6x1 172 aXanl '

Notez en particulier que la multiplication n’est pas commutative
p q p p

OV (02 ) 2 e 2 (02 (L
he ax1 he ax2 - 8x2 xaxz 6x1 an X 6x2 2 6x1 '

On peut donc terminer le calcul de L? comme suit

©o- (Xl : ) (Xl : ) _’(Xl : ) (X2 : )
aXQ aX2 aXQ ax1
0 0 0 0

- (o) (o) + (o) (o)

= x? 0’ —x 92 —X1X o
B A T

d 22 92
— X2 2

— — X Xg————— + X5 —.
x4 0%10%s 2ox3
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Lorsqu’on fait agir cet opérateur sur des fonctions de classe C2, les deux dérivées mixtes sont égales (par
le théoréme 1.32). On peut alors écrire

02 02 02 0 0
]_2 = 27 — 2 < 27 - - .
el 0x3 xaxz 0x90% T ox? X1 0% 2 0xs

A I’aide des formules (1.46) on peut exprimer ’opérateur L en coordonnées polaires

L—xi—xi—rcose simei—&—cosei —1rsin® coseg—smei —i
T % oy or ' r 20 or  r 00/ 00’

Le calcul de L% en coordonnées polaires est donc beaucoup plus simple qu’en coordonnées cartésiennes,
2 O
002"
Exemple 1.45 Pour calculer le laplacien d’un champ scalaire en coordonnées polaires
0%f 0%f
(Af)(r,0) = =—5(rcos0,15in0) + ~— (rcos 0, rsin0).
0x7 0x5

on applique les formules (1.46). On a d’une part

02 0 sin0 9 0 sin6 0
a—x% = (cosear—rae) (cosear—rae>
_ Coszeiz+sin6 cos® 0 sinf cosb 02
or? 2 00 T oroe

sin®0 9 sin 0 cos 0 i sin?@ 92

+ roor + T2 00 + 2 902’
et d’autre part
02 ) ea+cos88 g ea+cosea
— = |(sin0—+4 —— infg— 4+ ——
0x3 Y or T 00 or r 06
) 2682 sin® cosO 0 Jrsin@ cos0 02
= sin?0— — —
S Yo 2 00 T 0rde
COSQQE _ sin@cos® 3 N COS29672
T or T2 00 2 002’

En additionnant ces deux formules on obtient Pexpression recherchée

2 9% 22 192 192> 193 9 192
=—+-—+ = _—r—+ (1.47)

A= T ad T o0 Trar (o0 roror  Poer

<

Exemple 1.46 Le champ de vitesse V(x) d’un flot stationnaire incompressible satisfait I’équation de

continuité .y
div V(x) = ——(x1,X2,X3) + 22 (X1, X2, X3) + 2~ (X1,%X2,X3) = 0.
%1 X2 0x3

Si le flot est irrotationel, ce champ dérive d’un potentiel V(x) = V@(x). Le potentiel ¢ satisfait alors
I’équation de Laplace
divV(x) =divVe(x) = Ap(x) = 0.

Le potentiel d’un flot constant Vi (x) = (vo, 0, 0) est clairement donné par @g(x1,x2,%3) = vox1. On
cherche a décrire comment ce flot est perturbé par la présence d’un obstacle cylindrique infini placé le
long de I’axe x3

C ={(x1,%x2,%x3) | x3 + x5 < R?}.
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X
2
A
_— — = —= —— —= — —— —— —
— —_— —_— —_— e —_— —_— —_— —_— —_—
V
0
e — — —_— — —
X
7\y(x)
> X
-~
e e C e —_—
e e . e —_—
— —_— —_— —_— —_— —_—

S S S

En supposant que le flot perturbé V(x) reste irrotationnel, son potentiel @(x) satisfait I’équation de
Laplace a I’extérieur du cylindre C,

A@(x1,%2,%x3) = 0 pour x} +x3 > R?. (1.48)

La vitesse V(x) doit étre tangente au cylindre sur sa surface. Si x = (x1, X2, X3) est un point sur la surface
du cylindre alors x7 + x3 = R? et le vecteur normal a la surface en ce point est donné par

X1
N(X) = = X2
0

La vitesse V(x) = V@(x) est tangente & la surface si et seulement si sa composante normale s’annule,
C’est-a-dire
X2 0

(x1,%X2,X3) + ia—m(xl,x%m) = 0 pour X} +x3 = R%. (1.49)

x1 0
NG V) = g ”

Finalement, lorsqu’on s’éloigne du cylindre C la vitesse V(x) doit s’approcher de la vitesse non perturbée
VO (X) ’

Vo
lim V(x)= Ilim Veo(x)= 0 . (1.50)
xZ+x2—00 x2+xZ—00 0

Notre probléme consiste & résoudre I’équation aux dérivées partielles (1.48) avec les conditions aux
limites (1.49) et (1.50).

La symétrie de translation du probleme dans la direction x3 nous permet de conclure que la vitesse
V(x) ne dépend pas de la coordonnée x3 et que sa troisieme composante V3(x) est toujours nulle. Nous
pouvons donc réduire le probléeme au plan X1, x2. Afin de prendre en compte la nature perturbative du
probleme, il est judicieux de poser

@(x) = @o(x) +P(x) = vox1 +P(x1,x2),
soit, en coordonnées polaires,

(p(rve) = (\OO(Ta e) +ll,)(T, e) :VOT.COS9 +1-I)(T7e)
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Comme A@q = 0, I’équation de Laplace (1.48) peut s’écrire Ap(x) = 0 en dehors de C. En utilisant la
formule (1.47), cette équation devient

Ap(r,0) = 12,00 1O

= ror or T?W =0 pourr > R. (151)

Pour formuler la condition sur la surface de cylindre C, on note que les formules (1.46) impliquent

xi+xi—r 0 Gi—smei +1rsin© inei—i—cosei —ri
R N G T T ° Y T T %) T Tor

si bien qu’on peut écrire la condition (1.49) comme

a—(p(R,G) = M(R,G) + @(R, 0) =vgcos 0 + @(R,G) =0,
or or or or
soit -
g(R,G) = —vq cos 0. (1.52)
Finalement, la condition (1.50) devient
lim V(r,8) = 0,
T—00
ce qu’on peut écrire, a ’aide de la relation (1.45),
oy . o _
Tlgr()l() g(r,e) Th_}r{.lo ;%(r,ﬁ) =0. (1.53)

Pour résoudre le probleme (1.51), (1.52), (1.53), on fait maintenant un Ansatz de séparation des variables

Y(r, 0) =f(r)g(6).

La condition (1.52) s’écrit alors f'(R)g(6) = —vq cos 0 d’ou on conclut que
Vo
g(e) = —m COS 9

L’équation de Laplace (1.51) devient
1 Vo 1 Vo
;(T'f/)/ <_f/(R) COS 9) + ﬁf (‘F/(R) COS 6) = 07

r(rf") = f. (1.54)

soit

¢

En faisant ’Ansatz f(r) = r° on a rf’ = £f et le membre de gauche de (1.54) devient

r(rf") = r(tf) = 03f.
On tire donc de (1.54) que {2 = 1 et on obtient ainsi deux solutions f1(r) = v~ et fa(r) = r. Nous

étudierons les équations différentielles au chapitre 3. En particulier nous montrerons dans I’exemple 3.6
que toute solution de (1.54) est de la forme

A
f(r) = — + Br,
T
ou A et B sont des constantes qui restent a déterminer. Comme
611) A Vo
LA (A I (R R
or < 2t >( “AR2+B " )

10y A Vo .
[ A 4B Y0
r 90 <r2 - ) <—AR2 +B Sme) ’



CHAPITRE 1. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 70

la condition (1.53) nous permet de conclure que B = 0. Dans ce cas on remarque que la constante A
disparait lorsqu’on multiplie f(r) par g(0). On peut donc, sans restriction de la généralité, poser A = 1.
Nous avons ainsi obtenu la solution de notre probleme

P(r,0) = XV

cos 0,

d’oti ’'on déduit »
@(r,0) = @o(r,0) +P(r,0) =vg <r+ r) cos 0.

En utilisant encore la relation(1.45),

R2 cosO R2\ . —sin®
V(r,0) =Vo(r,0) =v <1 — 1‘2> cos(0) < <in 0 > —Vo (1+ 1»2) sin ( cos 0 > ’

et apres quelques manipulations élémentaires

R2
1— — cos 20
V(r,0) = vo :

—2 sin 20

Ce champ ainsi que ses lignes de champ sont illustrés dans la figure suivante.

<

Nous terminons cette section avec la démonstration du théoréme 1.45 pour laquelle nous avons besoin
d’une propriété élémentaire des applications linéaires.

Lemme 1.46 Si A : R™ — R™ est linéaire, il existe une constante C telle que |A(x)|| < C ||x|| pour tout
x € R™,

Démonstration. Soit 1, ..., ey labase canonique de R™. L'inégalité triangulaire appliquée a la formule
q 3 gu pPpiq

AlX) =) xA(e),
j=1
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donne
n

JARI < Y bl IAGe)

j=1

En interprétant cette somme comme un produit scalaire, nous pouvons invoquer I’inégalité de Cauchy-
Schwarz pour obtenir

n

2 IAGIZ .

j=1

AR <

O

Preuve du théoréme 1.45 Posons b = F(a) et remarquons que F(a + h) = b + k ou k = dFq(h) +
h) ||h|| avec e(h) — (0,0) et k — (0, 0) lorsque h — (0, 0). On a donc

foF(a+h)—foF(a) = f(b+K)—F(b) = dfy (K)+5(k) [Kl| = dfyodFa(h)+dfy (e(h)) [h]|+5(k) [K]|
ou 8(k) — 0 lorsque k — (0,0). Il en résulte

foF(a+h)— [foF(a) + dfy o dF4(h)]
[l

JIL3)
[ty

= dfy(e(h)) + 5(k) (1.55)

En appliquant le lemme précédent a la différentielle dF,, on montre qu’il existe une constante C telle
que |k|| < C|h||. On en déduit que le membre de droite de inégalité (1.55) tend vers 0 lorsque h —
(0,0). O

1.2.4.3 Le théoréme de la fonction inverse

Considérons une transformation injective F : Q — R? et désignons par Q' son image. Si I’application
réciproque F~1 : Q) — Q est différentiable en a et si F est différentiable en F~!(a) on déduit de
FoF~! =1 (identité) et du fait que dI, = I (c.f. exemple 1.43, I est linéaire) que

dFf 1(q) 0 dF, ! =
Il en résulte que la différentielle dFg—1(4) est injective et que
dFg! = (dFf 1))

La différentielle de F a donc “hérité” de I'injectivité de F!

Il est beaucoup plus remarquable que la réciproque est vraie sous une hypothése un peu plus forte :
Si la différentielle de F est injective en un point, F est injective dans un voisinage de ce point. Plus
précisément, on a le théoréme suivant dont la démonstration dépasse le cadre de ce cours.

Théoréme 1.47 (Théoreme de la fonction inverse) Si la transformation F est de classe C* sur Pouvert
Q C R? et si sa différentielle dF, en a € Q est injective (Cest-a-dire si son jacobien JFq n'est pas nul), il
existe un voisinage U de a et un voisinage V de F(a) tel que F soit une bijection de U dans V. De plus la
fonction réciproque F~1 est de classe C* sur U et sa différentielle est donnée par

dF,*

y = (dFF*I(UJ)_l’

pour touty € U,

Exemple 1.47 Lafonction F(r,0) = (rcos 6, rsin 0) transforme le domaine rectangulaire Q =]0, R[x]—
7t/3, 7t/3[ dans le secteur circulaire

Q' ={x=(rcos0,rsin0) |0 <1 < R,—7/3 < 0 < 7/3}.
Sa matrice jacobienne est

cos® —rsin®
dFire) = < sin® rcos6 )’ (1.56)
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et son jacobien JF(;g) = T > 0 sur Q. Le théoréme de la fonction inverse nous permet donc de
conclure que tout point de Q possede un voisinage sur lequel F est injective. On dit dans ce cas que F
est localement injective sur Q. La différentielle de ’application réciproque est

JF! ~ ( cos® —rsin® 717 cos© sin ©
(rcos®,rsin®) — \ gin® TcosO “\ —r'sin@ 17 'cos® /-

A

Ny
>

3

Y

En fait F est globalement injective sur Q) et on vérifie facilement que

G(x1,%2) = (\/X% + x2, arctan (ii)) , (1.57)

en est 'application réciproque. En effet on a d’une part, pour v > 0 et |0] < 71/2,

Tsin 0

GoF(r,0) = (\/r2 cos? 0 + 1r2sin? 0, arctan (
Tcos 0

)) = (Vr2, arctan(tan 0)) = (r, 0).

D’autre part, a I’aide des formules

1 u

cos(arctanu) = ———, sin(arctanu) = ——, 1.58
wetany) = 0 rctan ) = A== (1.3
on obtient pour x; > 0,
21 42 X2 2042 o X2
Fo G(x1,x2) = X7 + x5 cos | arctan | — ,\/X{ + X5 sin | arctan [ —
1 X1
7 VX3 +x3 X2/ X3 + X3
VI (x2/x1)2" x1y/1 + (x2/x1)?
Ix1]
= <|X1,X21 = (x1,%2).
X1
<

Une transformation F : Q — R? peut étre localement injective sur Q sans pour autant étre
injective sur Q.
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Exemple 1.48 On reprend la fonction F(r,0) = (rcos 0, rsin0) de exemple précédent mais cette fois
sur le domaine rectangulaire Q =0, R[x] — 47t/3, 47t/3[. Sa matrice jacobienne est toujours donnée
par la formule (1.56). On peut donc conclure, comme dans I’exemple précédent, que F est localement
injective sur Q. La restriction de F au domaine ]0, R[x]—7/2, 7t/2[ admet la fonction G, définie en (1.57),
comme réciproque (la démonstration est identique a celle de I’exemple 1.47!). On note cependant que
cette fonction n’est pas définie si x; = 0. La fonction

/ 37
G+(X17X2): ( X%"_X%aa‘r(}tan <X1+X2 +)> )
X1 — X2 4

est bien définie si xo > x;. Vérifiez qu’elle est réciproque a F restreinte au rectangle 10, R[x]7t/4, 47t/3[}.

De méme
X1 —X9 3T
Gi , — 2 2 t
(x1,%2) (\/Xl + x5, —arctan S + <))

est réciproque a la restriction de F a la région ]0, R[x] — 47t/3, —7t/41.

41/3 N

)

]

N
[
Q)
Al
“"I
=
=
=

\\“i

S

i
i
R

Il
L

\l\l{l
8
©

-41/3

<

Cependant F n’est pas globalement injective! En effet, si (r,0) €]0, R[x]27t/3,47/3[C Q ona (1,0 —
2m) €]0, R[x] —4m/3, —2m/3[C Q, (r,0) # (r,0 — 271) mais F(r,0) = F(r, 0 — 2m).

1.2.4.4 Le théoréme de la fonction implicite

Sib # 0, ’équation ax + by + ¢ = 0 définit une fonction affine y = —(ax + ¢)/b. Dans ce paragraphe
nous allons généraliser ce fait aux équations du type F(x,y) = 0 ou F est une fonction différentiable.

Une fonction f(x) est définie implicitement pres de x = a par I’équation F(x,y) = 0 si toutes les
solutions de cette équation dans un voisinage de (a, f(a)) sont sur le graphe {(x,y) |y = f(x)} de f.

Exemple 1.49 Si F(x,y) = x? + y? — 1, Péquation F(x,y) = 0 est celle d’un cercle de rayon 1 centré

n (0,0). Ce cercle n’est pas globalement le graphe d’une fonction, cependant ’équation F(x,y) = 0
peut étre résolue explicitement pour y. On trouve les deux solutions y = ++/1 — x2. Les fonctions
f(x) = vV1—x2 et g(x) = —v/1 —x? sont définies implicitement par I’équation F(x,y) = 0 pres de
x =1 <
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De nombreux problémes d’analyse se réduisent & résoudre une équation du type F(x,y) = 0. Le corol-
laire du théoreme de la fonction inverse que nous démontrons maintenant est donc particulierement
important.

Théoréme 1.48 (Théoreme de la fonction implicite) Soit F : Q — R de classe C* dans un voisinage de
(a,b) e QCR2S:
Fla,b) =0,  Fy,(a,b) #0,

il existe un intervalle onvert 1 5 a et une fonction de classe C* f: 1 — R telle que

Fx (%, f(x))
F

la)=b,  Fixf() =0, /(x)= s,

pour tout x € L

Démonstration. L’application
@ : (x1,%2) = (x1, F(x1,%2)),

est de classe C! dans un voisinage de (a, b). Sa différentielle en (a, b) est

1 0
d®ap) = ( Feo(a,b) Fy,(a,b) >

et son jacobien J® (4 p) = Fx,(a,b) # 0. @ est donc une bijection d’un Vo1s1nage U de (a, ) b) dans un
voisinage V de @ (a,b) = (a,0). Pour (&,1) € V on pose (x(&,1), 9(&,1)) = 1(&,m). On a donc
n

(&) =@ o @ (&m) = D(x(&n), 9(&,1)), Cest-a-dire
E=x(&m), n=FE e(&n)),
pour (&,m) € V. De plus @1 est de classe C! et la relation d(D(iél,n) = (dDgp—1(gy)) " séerit

< XE.(Enn) Xn(aan) )_ 1 ( FXQ(X(£7H)7(9(£7H)) 0 )
ee(&m)  @n(ém) Fr, (x(&M), @(&,m)) \ —Fx, (x(EM), @(Em) 1 /-

Soit I un intervalle contenant a et tel que I x {0} C U. Pour tout & € I on a alors F(&, ¢(&,0)) = 0. La
fonction recherchée est donc f(&) = (&, 0). Elle est de classe C! et sa dérivée est donnée par

Fx, (& (8))

(&) = e (&,0) = TEETE)

Voici une application simple mais typique du théoréme de la fonction implicite.

Exemple 1.50 Soient f et g deux fonctions d’une variable de classe C!, f ayant un zéro simple en x = 0 :
T(0) =0 et f'(0) # 0. Soit fa(x) = f(x) + Ag(x). Si A € R est assez petit la fonction f, admet un zéro
simple x(A) prés de 0 et la fonction A — x(A) est de classe C!.

Pour appliquer le théoréme 1.48 on considére la fonction F(A,x) = f(x) + Ag(x) qui est de classe C!.
Il suffit de remarquer que F(0,0) = 0 et F5(0,0) = f'(0) # 0. On en déduit I'existence de la fonction
x(A). Sa dérivée est

g(x(A))

XN =5 A )




Chapitre 2

Inteégrales multiples

2.1 Sommes et intégrales de Riemann

Dans le chapitre ?? nous avons défini I'intégrale de Riemann d’une fonction continue sur un intervalle
fermé [a, b]. La relation de Chasles,

Jb f(x)dx + JC f(x)dx = JC f(x)dx,

a b a

qui exprime P'additivité de I'intégrale, permet d’étendre cette définition de maniére consistante a toute
réunion finie d’intervalles qui, pris deux a deux, n’ont pas plus d’un point commun. Bien que de
tels sous-ensembles forment une classe suffisante pour traiter beaucoup de problemes, tous les sous-
ensembles de R, méme bornés, ne sont pas de ce type. En fait il est impossible de définir I'intégrale
d’une fonction aussi simple que la fonction constante f(x) = 1 sur n’importe quel sous-ensemble borné
de R : c’est le paradoxe de Banach-Tarski. En particulier, comme

b
J ldx=b—a

a

est la longueur de P'intervalle [a, b], il est impossible d’assigner une longueur de maniére consistante
a tous les sous-ensembles de R. De méme on ne peut attribuer une aire (ou un volume) a tous les
sous-ensembles bornés du plan (ou de I’espace). Les mathématiciens ont contourné ce probléme en
développant la théorie de la mesure qui généralise la définition de I'intégrale a une classe beaucoup plus
étendue de sous-ensembles ainsi qu’a de nombreuses fonctions non continues : I'intégrale de Lebesgue.
Ce sujet avancé n’est traité qu’en troisieme année de la Licence de Mathématiques. Dans ce cours nous
nous contenterons d’une approche pragmatique de I’'intégration qui, bien que présentant de nombreuses
déficiences, nous permettra au moins de calculer les intégrales apparaissant dans de nombreux problémes
¢lémentaires. En particulier nous ne chercherons pas a caractériser les fonctions "intégrables” et nous
contenterons d’intégrer des fonctions continues. Nous traiterons en détail I'intégration des fonctions de
deux variables dans la section 2.3 et trés sommairement ’extension aux fonctions de trois variables dans
la section 2.4.

Dans le plan, les intervalles fermés sont remplacés par des rectangles fermés R = [a, b] x [c, d] et les
partitions d’un intervalle que nous avons utilisées au chapitre ?? par des partitions d’un rectangle en
sous-rectangles. On notera P, (R) la partition du rectangle R constituée des micro-rectangles

(d—c) (d—c¢)

(b—a) (b—a)
o o on ,€+) on )

R™M = la+(i-1) At it

] X [c—f—(j—l) .1

oui,j=1,...,2" Notez que la partition P, 1 (R) est obtenue a partir de P, (R) en subdivisant chaque

rectangle jon) en quatre rectangles congruents, comme illustré dans la figure suivante.
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La somme de Riemann d’une fonction f, continue sur R, associée a la partition P;, (R) est
2“ 2‘1

ZTH(R)(f)—ZZf(aHi1)“"‘”,c+(j1)(‘1‘”) boad—c )

2n 2n 2n 2n
i=1j=1

Dans cette expression, le sommand n’est autre que le volume du parallélépipede de base RSI) dont la

hauteur est la valeur prise par f en un sommet de Rgl).

La somme de Riemann est donc une approximation du volume de la région comprise entre le plan
horizontal x3 = 0 et le graphe de f, compté algébriquement, c’est-a-dire positivement pour la partie
comprise en dessus du plan et négativement pour celle située en dessous (par la suite, nous parlerons
simplement du volume sous le graphe de f). Une fagon équivalente d’interpréter les sommes de Riemann
(2.2) consiste a introduire la suite de fonctions Ty, constante sur chaque micro-rectangle de la partition
Pn(R), et définie par

(b—a)
on

. . d—c .
fn(XhXQ)_f(a-Hl—l) 7C+(]—1)( )> st (x1,%2) ERSL)-
Pour chaque n, la fonction f,, est ’'approximation de f obtenue en fixant la valeur de f;, sur chaque

micro-rectangle Rgl) a la valeur prise par f en un sommet de ce dernier. La somme Zp_(g)(f) est alors
exactement le volume sous le graphe de f,.
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On peut montrer que la somme de Riemann converge lorsque n — oo, c’est-a-dire lorsque la partition
Pn(R) devient de plus en plus fine. Par définition,

JJ f(Xl,Xz) XmdXQ = lim ZTH(R)(f)a
R n—o0

est I'intégrale de Riemann de f sur le rectangle R. C’est aussi le volume sous le graphe de f. Pour
distinguer une telle intégrale de I'intégrale d’une fonction d’une variable, on parle également d’intégrale
double par opposition a une intégrale simple. Nous verrons au paragraphe 2.3.1 comment réduire le
calcul d’une intégrale double & I’évaluation de deux intégrales simples.

En invoquant I’additivité on étend sans difficulté la définition de I'intégrale de f aux domaines qui sont
des réunions finies de rectangles essentiellement disjoints, comme celui de la figure suivante.

Cependant la géométrie du plan est trés riche et la plupart des domaines apparaissant dans les appli-
cations, par exemple un disque, ne sont pas de ce type. Pour appliquer la "philosophie riemannienne"
il faut non seulement, comme précédemment, approximer la fonction f par une suite f;, de fonctions
constantes sur des micro-rectangles, mais aussi approximer le domaine Q sur lequel on intégre par
une suite Qy, de réunions de tels micro-rectangles (voir la figure ci-dessous). On se heurte alors & une
nouvelle difficulté. Pour assurer que la suite des sommes de Riemann correspondant a des suites d’ap-
proximations f, Qn converge vers une limite indépendante du choix de ces suites il est nécessaire de
faire des hypotheses sur la "régularité” du bord du domaine Q.
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Nous n’entrerons pas dans une discussion plus détaillée de ces finesses techniques et nous contente-
rons d’une approche heuristique dans la section 2.3.2. Nous aborderons aussi 'approche consistant a
transformer un domaine Q en rectangle par changement de coordonnées dans la section 2.3.3.

2.2 Integrales itérées

Comme nous I’avons déja évoqué dans la section précédente, il est possible de réduire le calcul d’inté-
grales multiples a I’évaluation d’intégrales simples. Nous élaborons dans cette section la notion d’inté-
grales itérées qui nous servira a cet usage.

Théoreme 2.1 Soit f une fonction continue sur le rectangle R = [a,b] x [c,d] et &, B deux fonctions
continues sur [a, b] telles que o(x) € [c,d] et B(x) € [c, d] pour tout x € [a, bl. La fonction

B(x)
9(x) =j flx,y)dy,

o (x)

est continue sur [a, bl. De plus, si f, o et P sont de classe C*, g est de classe C! et

Bx) af
g'(x) =J - 0 y)dy + fx, B(x))B' (x) — F(x, oelx)) o (x). 2.3)
a(x) ox

En conséquence, il est possible de définir 'intégrale itérée d’une fonction continue de deux variables

b | rB(x1)
J J f(Xl,Xg)dXQ Xm.
a |Je(x1)

Exemple 2.1 Pour calculer I'intégrale itérée

1 X1 1
[— x| dxy,
Jo [J—xl (14x1 +x2)2 2} '

on évalue tout d’abord

glx1) = JXI ;dm =— - o =1— 1 ]
xy (1% +x2)? Ltxg+x2 )y 14 2%
On a donc ) X X - X
I:JO <1— 1+2x1> dx; = x3 —ilog(1—|—2x1) - =1- §log3.

Il est clair qu’on peut définir de méme I’intégrale itérée d’une fonction de trois variables
J~b Jﬁ (x1)
a o(x1)

Démonstration du théoréme 2.1. Soit x € [a, b] fixé et I(x) I'intervalle fermé d’extrémités o(x) et
B(x). En utilisant la relation de Chasles on peut écrire

v (x1,%x2)

8(x1,x2)
J f(Xl ,X2,X3 ) dX3 dX2 Xm.

B(x) a(x+h) B(x+h)
f(x+h,y)dy+J f(x + h,y)dy.

g(x + ) — g(x) =J
B(x)

a(x)

(f(x+h,y)—f(x,y))dy—J

o(x)

Nous considérons tout d’abord le cas ou f, « et B sont des fonctions continues en invoquant le théoreme
de la moyenne sur chaque terme du membre de droite de Iidentité précédente.
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Le premier terme donne lieu a

B(x)
J (fox+h,y) = f(x,y))dy = (B(x) — «(x))(f(x + h,0) — f(x,0)),

x(x)

ou 0 € I(x). Par le théoréme 1.18, f est uniformément continue sur R. Par définition, pour tout € > 0
il existe donc & > 0 tel que [h| < & implique [f(x + h, 0) — f(x, 0)| < . Il en résulte que

B(x)
limJ (f(x + h,y) — f(x,y))dy = 0.
h—0 a(x)

On peut écrire le second terme comme

(x+h)
J ’ f(x +h,y)dy = (x(x +h) — x(x))f(x + h, a(x) + 0(x(x + h) — x(x))),
x(x)

avec 0 € [0, 1]. Puisque o est continue et f bornée sur R on obtient

(x+h)
limJ f(x +h,y)dy = 0.
h—0 a(x)

Le troisieme terme se traite de fagon similaire et nous pouvons donc conclure que

}1351() g(x+h) = g(x),

C’est-a-dire que g est continue.

Supposons maintenant que f, o et 3 sont de classe C'. Le premier terme s’estime a I’aide du théoréme
des accroissements finis

B(x)

of
3 (x +6h,y)dy,

B(x)
| ey~ eyay = [ 5

h x(x)

a(x)

pour un 0 € [0, 1]. La continuité uniforme de la dérivée partielle sur R permet de conclure, comme
précédemment, que

BOx) af

1 B(x)
limﬂj (f(x+h,y)—f(x,y))dy:J &(x,y)dy-

h—0 x(x) x(x)
Pour le second terme on a

1 [o(x+h) o(x +h) — «(x)

fJ f(x +h,y)dy =
[0 4

N - f(x +h, a(x) + h(x(x +h) — «(x))),

et la différentiabilité de o et la continuité de f nous permettent de conclure que

(x+h)
lim — f(x+h = o/ (x)f .
hlgth(x) (x + h,y)dy = ' (x)f(x, x(x))

Le troisieme terme se traite de fagon analogue, ce qui achéve la démonstration de la formule (2.3). O

2.3 Intégrales doubles

2.3.1 Intégrales sur un rectangle

Etant donnée une fonction continue f sur le rectangle R = [a, b] x [c, d], nous cherchons a calculer
I'intégrale de f sur R, c’est-a-dire le volume (compté algébriquement) de la région V limitée par R, le
plan horizontal x3 = 0 et le graphe de f. Comme

d
S(x) = j Flx, x2) dx

Pai ‘e alotbri o . , . | _
est ’aire (comptée algébriquement) de I’intersection de cette région avec plan x; = x.
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Le volume de la tranche de V comprise entre les plans x; = x et x; = x + Ax est approximativement
égal a AV(x) = S(x)Ax.

A une partition P ={a =xp < X1 < -+ < Xp < Xn41 = b} de l'intervalle [a, b] on peut donc associer
une approximation du volume cherché en additionnant les volumes de chaque tranche

n

Z S(x5) (X541 —%;5)-

j=0

On reconnait ici la somme de Riemann £ (S) de la fonction S(x) associée a la partition P. Lorsque la
finesse §(P) de cette partition tend vers 0, cette somme converge vers I'intégrale de Riemann

Jb S(x)dx.

a

Le volume recherché est donc donné par 'intégrale itérée

vl

Bien entendu, au lieu de découper ce volume en tranches paralléles au plan x x3 nous pouvons tout
aussi bien le trancher parallélement au plan x; x3. Dans ce cas nous obtenons ’expression

V= Jd Ub f(X]_,XQ)dX]_] dxs.

d
J f(Xl, X2)dX2:| Xm.

Cc

C a
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On en déduit 'identité de Fubini

[ oraon] =] |

Bien que I’argument qui nous a mené a cette conclusion ne soit pas complétement rigoureux, nous nous
en satisferons et formulons ce résultat de la maniere suivante.

d
J f(Xl,Xg)dX2:| Xm. (24)

Cc

Théoréme 2.2 (Théoréme de Fubini) Si la fonction f est continue sur le rectangle [a, b] x [c, d] alors son
intégrale est donnée par

”R fx1,%2) dx1dxg = Jd Ub f(th)dm} dxy = Jb Ud f(xhxz)dxz} dx;.

c a a C

Exemple 2.2 Les composantes non triviales du tenseur d’inertie (relativement au centre de gravité)
d’une plaque rectangulaire homogene de masse m et de cOtés a et b sont données par les intégrales

m

@11 = — ngXl ng,
ab JJR
m (f

@22 = — x%dxl ng,
ab JJR
m

@12 = — X1X2 dX1 dXQ,
ab JJ R

ou R = [—a/2,a/2] x [-b/2,b/2]. On a donc

a/2 b/2 a/2 31 x2=b/2 a/2 b3 b2
O = EJ J x2dxy | dx; = EJ [Xﬂ dx, = EJ {} dx, = m—,
ab —a/2 b/2 ab —a/2 3 xo=—b/2 ab —a/2 12 12

x1=a/2

b/2 a/2 b/2 3 b/2 3 2
0, = EJ J 2dx | dxy = EJ H dxy — EJ [a} ey = e
ab —b/2 a/2 ab —b/2 3 x1=—a/2 ab —b/2 12 12

m a/2 b/2 m a/2 x1x2 x2=b/2 m a/2
@12 = 7J J' X1X2dX2 dX1 = 7J 122 X1 = 7J‘ OdX1 =0.
ab —a/2 |J-v/2 ab —a/2 2 X2=—b/2 ab —a/2

o

2.3.2 Intégrales sur un domaine simple

Nous dirons que Q C R? est un domaine simple sil est limité par les graphes des deux fonctions
continues, plus précisément s’il existe un intervalle [a, b] ainsi que deux fonctions « et § continues sur
cet intervalle et telles que

Q ={(x1,x2) € R?*|x; € [a,b], xx(x1) < x2 < B(x1)},
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Lintégrale d’une fonction continue f sur un domaine simple Q se calcule selon le méme principe que

Iintégrale sur un rectangle, la seule modification consistant a limiter latéralement les tranches par les
fonctions o et 3, comme illustré dans le graphique ci-dessous.

mz

_ AR

En suivant le méme argument que dans la section précédente, on obtient la formule suivante pour
I’intégrale de f sur le domaine Q,

b B(x1)
JJ f(x1,%2)dx1dxs :J U f(Xl,XQ)dXQ] dx;.
Q

a | Je(x1)

Exemple 2.3 Calculons le volume d’une pyramide de base rectangulaire de cotés a et b et de hauteur
h.

82
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b/2 2

Par symétrie, ce volume vaut 8 fois le volume du tétraédre rouge dans la figure ci-dessus. La face oblique
de ce tétraedre, de sommets (a/2,0,0), (a/2,b/2,0) et (0,0, h), se situe sur le plan d’équation x5 =
f(x1,x2) = (@ —2x1)h/a. Si T désigne la base du tétraedre, le volume de ce dernier est donné par

J f(Xl, Xg)Xm ng.
T

Lhypoténuse du triangle T se trouvant sur la droite d’équation x; = bx;/a, on a

a/2 bxi1/a h
J f(x1,%2)dx1dxy = J J
.

/2 hp 1 abh
—(a —2x1)dxo | dxq :J —(axq —2x§)dx1 = —a—,
a a2 8 3

0 0 0

ce qui montre que le volume de la pyramide est V = abh/3. <

Exemple 2.4 Le volume d’une boule de rayon R (sans restreindre la généralité nous la supposerons
centrée a lorigine) est le double du volume contenu entre le plan x3 = 0 et ’hémisphere nord de la
sphere de rayon R centrée en (0,0, 0). En résolvant ’équation de cette sphere

X7 +x3+x3 =R%,

pour X3, nous pouvons décrire son hémisphere nord comme le graphe de la fonction

f(x1,%2) = \/R? = x§ —x3,

dont le domaine est le disque Dy de rayon R, intersection de la boule avec le plan x3 = 0. Ce disque est

un domaine simple limité par les graphes des fonctions a(x1) = —/R? — x% et B(x1) = /R? — x? sur
Pintervalle [-R, R].
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Le volume de la boule est donc

R B(x1)
V:2J f(x1,x2)dxdxs :2J' J f(x1,%x2)dxo | dx;.
Dr —R

oc(x1)
La premiere intégrale, sur X9, s’écrit comme

B(x1) B(x1) 1 X
J f(xl,x2)dx2:J a2 —x%dxy = 5 (xm/aQ—x%—i—aQarcsin ()>
a

x2=P(x1)

)

o(x1) o (x1) xo=0t(x1)
ol nous avons posé a? = R? — x2. En notant que a(x1)? = B(x1)? = a? et arcsin(+1) = +7/2 on
obtient

B(x1) T, )
J f(Xth)dX2:§(R —X7).

ax1)

Nous pouvons maintenant évaluer la seconde intégrale, sur x;, et terminer ainsi le calcul

x1=R 4

= —mR3.

R 3
V:nJ (RZ—X%)dxl—T[<R2X1—1>
R 3 3

X1:—R

<

Pour calculer I'intégrale d’une fonction sur des domaines plus généraux on cherche a décomposer ce
domaine en sous domaines simples et on utilise ’additivité de I’intégrale. Nous ne donnerons ici qu'un
exemple de cette technique.

Exemple 2.5 Pour intégrer la fonction f sur le domaine annulaire
Q :{(X13X2)|1 g X% +X§ g 4}3

on peut décompose celui-ci en 4 domaines simples, Q1, ..., Qq,
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T

a
it

\/

On obtient ainsi la décomposition suivante

JJQf(xl,X2)dx1de = | U —

1
+ J X1,X2) dX2 dX1
-1 4—x?
rl
ke
J—1

2 [ (/A
+ [ . X17X2)dX2] dx;.

,J>
X
IS

f(x1,%x2) dXz] dx;

=10

%3

fx1,%2) dXQ] dxq

>_.
X
)

2.3.3 Changement de variables

Le changement de variable d’intégration est une technique trés utile pour calculer des intégrales simples.
Notre but dans ce paragraphe est d’étendre cette technique aux intégrales multiples.

Soit R = [a,b] x [c,d] 3 (u,v) = x(u,v) € R? une transformation injective que nous supposerons
de classe C! et désignons par Q son image. (Pour étre précis, nous supposons x de classe C! sur un
rectangle ouvert Ja — 8, b + §[x]Jc — 8, d — d[ contenant R, voir les hypothéses du théoréme 1.44 et son
utilisation ci-dessous). Nous allons exprimer

JJ f(x1,x2) dx;dxa,
o

comme une intégrale sur le rectangle R dans les variables u et v.

Soit Py, (R) la partition du rectangle R constituée des micro-rectangles R(n) deéfinis par (2.1). Limage de
chacun de ces micro-rectangles est un parallélogramme curviligne x( ) d’aire A ). Lensemble des

X(Rij ) forme une partition iPn( R) du domaine Q, illustrée dans la ﬁgure suivante.
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R

X
Q\ T T
//-'_( H—_-\\\
/”/d—__'_“'“n,,_
=T [ 1
L~ | [
//‘_) H-\___\
//H-)Fﬂriihh_‘&\
L—t—T"T | T
///‘f)d—'— q_\_hk_hk'““ﬁ-.
o — | [
|1 _/:f-'r_'ﬁ_/ B ey
ot sl N N B ) ) e
- T | s
> U ] T > X
\Q‘Qﬁ-ﬂmﬁh¥ )__H_.ﬂﬂ:;
\:mmihhffﬁ,fj
~ T T
L] - =
S Smmape
! A
A
-
\\kq_____d‘_,d-—/
-
b .
R x(R™)

1] 1]

A chaque partition Py, (R), nous pouvons associer une somme de Riemann de la fonction f

2m 2m
(

Lp (=) ) f (X <a+ -0 et (d;f)» AN @)

i=1j=1

dont I'interprétation devrait maintenant vous apparaitre clairement : chaque sommant de cette somme

est le volume d’un cylindre dont la base X(Rgl]) est d’aire Ai(?) et dont la hauteur est la valeur prise par
(Tl))

la fonction f en un des sommets du parallélogramme curviligne x(R;;

On arrive donc naturellement a conjecturer que la suite de ces sommes de Riemann converge vers
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I'intégrale de f sur Q,
”Q flxi,x2) dxadxe = lim 25 () (),
ce qu’on peut montrer facilement.

Considérons maintenant I’aire d’un parallélogramme curviligne X(R(] ). Le théoreme 1.44 nous permet
d’écrire

(b—a)(d—c) N (b—a)?+ (d—c)?

on on 22n A“’

(n)
A = X (a1 (b—a)2 - et (i-1)(a—e)2-m)]
ou A,, — 0 lorsque n — oo. En introduisant cette expression dans la somme de Riemann (2.5), on
obtient

PAL A ( )

ZZ (a—i— (i—-1) b2—na ,C-i-(]'—l)(d;lc)) (b2—na) (d2;c) + erreury,

i=1j=1

ot nous avons posé f(u,v) = f(x(u, V)] (xv)X| et ot Perreur est donnée par

on on
erreury _ZZ ( <a+ l1)(’b2n(1)7c+(]-1)(6.2;6))) (b—a)22_2|_n(d—c)2Am
i=1j=1

Nous estimons cette derniére par

=& —a)? 4 (d—c)? ) )
lerreurn| < Zl ]Zl max [f(x oo [Anl = max[f(I((b — a)* + (d — ¢)?)Axl,

5 A
d’ou nous obtenons
lim erreur,, = 0.
n—oo

Nous avons donc

2m 2n

”Q Flxr x) dx dxg = T}E&ZZ?(“* (1) (b2—na)70+ G-1) (d;c)) (bz—na) (d2;c)7

i=1j=1

et, en reconnaissant dans cette expression la somme de Riemann de la fonction f, on conclut par
JJ f(x1,%x2) dx1dxa = J'J f(x(uw, V)X (| dudv.
Q R

En remplagant le rectangle R par un domaine plus général, on obtient

Théoréme 2.3 Soit x une transformation de classe C* sur lonvert O et A C O un domaine simple (on une
réunion de tels domaines). Si f est injective sur A\, alors pour toute fonction continue sur x(\) on a lidentité

[ ooxa) axaama = [ rxtu)iecn | dudv, 26)
x(A) A

ce que 'on exprime parfois en écrivant dx1dxs = [Jx ()| dudv.

L’hypothese d’injectivité est essentielle dans le théoréme précédent! C’est souvent le point
le plus délicat & vérifier en pratique.
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Exemple 2.6 La fonction F(r,0) de 'exemple 1.48 transforme A = [0,R] x [—47/3,47t/3] dans le
disque Dg de rayon R centré a I’origine. On a donc, en réduisant comme dans ’exemple 2.4 P'intégrale
double sur le disque Dy en une intégrale itérée,

R [ /REx2 R
JJ dxydxy = J J dxy | dx; = J 24/R2 —x? dx; = mR?.
F(A) R | RE 2 R

F est de classe C*, on peut lire son jacobien sur la formule (1.56) : ], 9)F = 1. On en déduit
47t/3 R 47t/3 R2 4
” U[r.e]F’ drdo :J- U rdr} do :J- —d6 = —mR?.
A —am/3 Lo —am/3 2 3

Puisque

” dxq dxs ;é” |T(r,0)F| drde,
F(A) A

la conclusion du théoréme 2.3 est fausse. La raison en est que ’hypothese d’injectivité n’est pas satisfaite.
La différence

1
JJ |](r’9)F| drdo — JJ dx;dxs = 77TR27
A F(A) 3

est I'aire du secteur circulaire {F(r,0) | € [0, R], 0 € [271/3, 471/3]} qui est "couvert" 2 fois par F (revoir
la figure de I’exemple 1.48). <

Remarque 2.4 Pour pouvoir appliquer la formule 2.6 au calcul de P'intégrale

“ fx1,%2) dx;dxa,
o

on doit déterminer le domaine A tel que Q = x(A). Dans beaucoup d’applications on est forcé, pour
assurer ’injectivité de la transformation (w,v) — x(u,v), de restreindre son domaine de telle fagon a ce
que son image ne recouvre pas () tout entier. Dans ce cas tout n’est pas perdu. En effet, si x est injective
sur A et si x(A) C Q, Padditivité de I'intégrale permet d’écrire

J'J' f(x1,%2) dx1dxo = JJ f(x1,%2) dxqdxo + “' f(x1,%2) dxqdxs.
Q x(A) O\x(A)

On remarque alors que si 'aire de Q \ x(A) est nulle la seconde intégrale dans le membre de droite de
cette identité est nulle et on en conclut que

”Q f(x1,%x2) dxgdxe = ”A F(x(w, V)| X (10| dudv.

Exemple 2.7 Coordonnées polaire (c.f. exemple 1.44). La tranformation

F: R? — R?
(r,8) — (rcos0,rsin®).

est de classe C™. Elle est surjective. En raison de la périodicité des fonctions trigonométriques, F(r, 0 +
27) = F(r, 0), elle n’est pas injective. Par contre, sa restriction

x: ]0,00[x[0,2n] — R?
(r,0) — (rcos0,rsin0).

est injective, mais n’est pas surjective. Son image R? \ {(0,0)} ne recouvre pas totalement le plan. Ce-
pendant, ce "défaut" ne porte pas a conséquence lorsqu’il s’agit d’appliquer le théoréme 2.3 car Iaire de
I’ensemble manquant, {(0, 0)}, est nulle.

Le jacobien de x est J(; 91X = 1. On passe donc des coordonées cartésiennes (x1,Xx2) aux coordonnées
polaires (r,0) a I’aide de la formule

JJ f(x1,x2) dx1dxo = JJ f(rcos O, rsin0) drdo.
x(A) A
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Pour illustrer I'usage de cette formule, calculons I'intégrale I de la fonction f(x1,%x2) = eV i3 gur
le disque
Dg = {(x1,x2) |x] + x5 < R*}.

On note que Dy est 'image par la transformation x du rectangle Qg = [0, Rl x [0, 271] et que f(x(r,0)) =

€. On a donc
[= ” eV XIS Ay, dxg = J e rdrdo.
Dr o QR

Cette derniere intégrale se transforme en intégrale itérée

=1

La premiére intégrale se calcule par partie

R ar R Lar ar
e e e e

retdr=r — dr=R— — —

0 a o @ a a

R _
J re?Tdr| de.
0 _

r=R r=R aR

= eaT (e"*®—(1—aR)).

=0

Comme cette fonction ne dépend pas de 0, la seconde intégrale se calcule immédiatement et livre le

résultat final
aR

I= 2716(1—2 (e7*® —(1—aR)).

Exemple 2.8 Lintégrale gaussienne
o 2
I(a,b) :J' e~ bxgy,

—0o0

oua > 0etb € R, intervient dans beaucoup d’applications et dans des domaines variés des mathéma-
tiques et de la physique. En complétant le carré dans I’exponentielle, on la réduit a

I(a,b) _ eb2/4(1 J'oo efa(x+b/2a)2dx7

—00

et en changeant de variable d’intégration y = \/a(x + b/2a) on arrive a

b2/4a (oo b?/4a
e e

J e_yzdy =
\/a —00 \/a

Pour évaluer I'intégrale résiduelle considérons 'intégrale double

I(a,b) = 1(1,0).

2.2
Ir :J'J' e 172 dxdxa,
Cr

sur le carré Cgr = [-R, R] x [—R, R]. En I’écrivant comme une intégrale itérée, on obtient

R R . R , TR ) R ) 2
Iz :J |:J e X172 dX1:| dxos = J e x2 |:J e M C].X1:| dxo = |:J e~ dX:| s
R J-r —R —R —R

et donc
lim Igx =I(1,0)2.

R—o0

Soit Dy = {(x1,%2) [ %3 +x3 < 1%} le disque de rayon T et
Jr = JJ e Xi—x3 dx;dxs.

Comme Dr C Cr C D 55 et eI > (0ona

Jr < Ir < JyzR;
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et par conséquence

lim IR = lim ]R;
R—o0 R—o0

a condition que cette derniére limite existe. Nous calculons cette limite en passant en coordonnées
polaires x(r,0) = (rcos 8, rsin 0). En procédant comme dans I’exemple précédent on obtient

Jr = J:ﬂ UR efzrdr] ae.

0
Apres changement de variable u = 12, la premiére intégrale devient

R R —R
1 1
J e Vrdr == J e du = ¢ ,
0 2 Jo 2

et donc
Jr =m(1—eR).

On en déduit que
[(1,0) = ./ lim Jg = /71,
R—o00

et expression finale de 'intégrale gaussienne
I
I(a,b) = \/7eb2/4“.
a

Exemple 2.9 Le cone de hauteur h dont la base est un disque Dg de rayon R est le graphe de la fonction

2 2
i) :h<l_w).

R

<

Le volume de ce cone est donc

27t R R2 R2 1
V= ” f(x1,x2)dxydxe = J U h (1 — I) rdr] do = 2mth < — > = -mR*h.
DR 0

0 R
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2.3.4 Calcul d’aires

Le volume sous le graphe de la fonction f: Q — R définie par f(x1,x2) = 1 est 'aire du domaine
Q c R?% On a donc la formule générale pour I’aire d’un domaine plan

Alre(_O_) = JJ XmdXQ.
Q
Exemple 2.10 Comme premier exemple, calculons I’aire d’un disque D de rayon R
Aire(DR) = JJ XmdXQ.
Dr

Comme dans ’exemple 2.7, nous transformons le disque Dy en rectangle Qg = [0, R] x [0,271] en
passant en coordonnées polaires. On a donc

Aire(DgR) = JJQ rdrd6 = Jjﬂ [

Exemple 2.11 Calculons I'aire du domaine limité par une ellipse de demi-axes a et b,

2 2
X1 | X3
po) + b2 < 1}.

R 27 R2
J rdr} do = J {] de = nR?.
0 0 2

E(a,b) = {(xl,m

Ce domaine est I'image par la transformation x(uy,us) = (auy, bus) du disque de rayon 1. En effet,

761(U1,U2)2 x2(u1,u2)2
a? b2

Le jacobien de x étant J(y,, 1,)X = ab, on a dx; dxs = ab du;duy. On en déduit

1,2 2
=uj +us.

Aire(E(a,b)) = JJ dx1dxo = JJ ab du;dus = ab Aire(D;) = mab.
E(a,b) D,

Lorsque a = b on retrouve I’aire du cercle de rayon a, 7a®. <

2.4 Inteégrales triples

Le calcul d’intégrales triples se fait de fagon similaire. Nous nous contenterons de I'illustrer par quelques
exemples.

2.4.1 Intégrales sur des quadrilateres

Lintégrale de la fonction f(x1, x2,x3) sur le quadrilatere Q = [ay, as] x [by, ba] X [c1, co] se réduit a

I'intégrale itérée
as b C2
JJJ f(Xl, Xa, x2)dx1 dX2 dX3 = J |:J' |:J f(Xl, X2, X3)dX3:| dX2:| dX1 .
Q ap bl C1

Le théoréme de Fubini permet de permuter a volonté 'ordre d’intégration. Il y a donc 6 fagons diffé-
rentes de calculer une telle intégrale. Par exemple

b2 Co asz
JJJ f(Xl,XQ,Xz)dxl dXQdX3 :J |:J |:J f(Xl,Xg,Xg)dxl] dX3:| ng.
Q by c1 a

é Alors que le résultat, c’est-a-dire I'intégrale de f sur Q, ne dépend pas de cet ordre, la difficulté

que représente chacune des 3 intégrales peut, elle, en dépendre.
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Exemple 2.12 Soit Q = [—1, 1] x [-1,1] x [-1,1]. U'intégrale
I= J'J'J' xie x+x3+xg Xm dX,Qng,
Q

se calcule aisément si on ’écrit

1 1 1
1= J [J |:J' xie Vv Xiagag dX1:| dX3:| dXQ.
—1 1

—1
En effet la premiére intégrale s’annule en raison de la symétrie x; — —x1,

1 1
_ 2 2 2 . 2 2 2 . 2 2 2
J e \/x1+x2+x3dxl :J (Xle VX33 e \/x1+x2+x3> dx; = 0.
1

0

On en déduit donc que I = 0. Par contre, si on écrit
1ol ol
I= J U U Xpe  VXIHREd dx;»,} de} dxq,
—1 U= U

la premieére intégrale

1
/%21 %21 x2
J xi€ X7 +x53+Xx3 ng,
1

ne se calcule pas analytiquement. <

Exemple 2.13 Lintégrale de la fonction f(x1,x2,%3) = x? + x3 + x3 sur le quadrilatére Q = [0, a] x
[0,b] x [0, c] se réduit a I'intégrale itérée

b

Ll

a
JJJ f(x1,x2,%x2)dx; dxadxs ZJ [
Q 0
c C3
J (X3 +x2 +x3)dxs = cx3 + cx3 + —.

La premiere intégrale est
0 3

La deuxi¢me intégrale se calcule tout aussi aisément

b 3 b3 b 3
J <cxf+cx§+03> dxa :bcfor%.
0

C
J (X3 +x2 + xg)dx3] dxz} dx;.
0

Finalement, la troisiéme intégrale donne

@ b3 be3 3p b3 bcs 1
J (bCX§+C‘§C) dxg = & c+a3c+a c :gabc(a2+b2+C2)-

0

2.4.2 Intégrales sur des domaines simples

d . l A A d /7 / h . d, J l, . ’
Des domaines plus généraux peuvent souvent étre découpés en tranches qui permettent d’écrire I'inté-
grale comme une intégrale iterée.

Exemple 2.14 Soit Bg = {x € R3|||x|| < R} la boule de rayon R centrée a l'origine. Pour tout h €
[—R, R], soit Dg(h) Pintersection de Bg avec le plan x3 = h. Elle est déterminée par le systeme

g +E <R, xa=h,
qu’on peut résoudre pour obtenir
Dg(h) ={(x1,x2,x3) [x] + x5 <R* —=h®et x3 = h}.

Ce découpage de la boule Bg permet d’écrire

R
JJJ f(x1,X2,x3)dx1dxadxs = J UJ f(x1,%2,x3)dx1dxs | dxs.
Bk —R Dr(x3)
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Lintégrale double sur Dg(x3), un disque de rayon a(x3) = y/R? —x3, peut s’effectuer comme dans
’exemple 2.4,

alxs) (xs)7—x3
JJ f(x1,x2,x3)dx1dxy :J' J f(x1,%2,x3)dxs | dx;.
Dr(x3) — —

a(xs) a(xz)2—x3

Nous avons ainsi obtenu la réduction a une intégrale itérée
J\/ R2—x2—x?

R VR2—x3
”J fx1,%2,%x3)dx dxadx3 = J J
o e [y e

Il est aussi possible d’effectuer I'intégrale sur le disque Dg(x3) en coordonnées polaires, comme dans
’exemple 2.7. Dans ce cas on obtient

f(Xl, X2, Xg)dXQ] dX1] dX3.

27t [ py/R2—x2
”' f(x1,x2,x3)dx1dx2 :J J
Dr(x3) 0

et par conséquence

R 271 \/W
JJJ f(x1,x2,x3)dx1 dxodxs :J U l f(rcos 0, rsin G,X3)‘rdr] del dxs. 2.7)
Br —R

f(rcos 0, rsin6, x;;)rdr] de,
0

0

<
(e}

Pour illustrer cette réduction, calculons le potentiel de gravitation d’une boule homogene de rayon R et
de densité p a une distance a > R de son centre. Il est donné par I'intégrale

1
D(a) =-G JJJ dxqdxodxs.
(e) P Br /X3 +x3 + (x3 — a)? 1

La symétrie de I'intégrand par rapport aux rotations autour de I’axe x3 invite a I'usage de coordonnées
polaires. Nous appliquons donc la formule (2.7) pour obtenir

o=l [

0 12+ (x3 —a)?
La premicre intégrale donne, compte tenu du fait que x3 < R < a,

VRIS . R
J :\/R2+a2—2ax3—(a—x3).

0 T2+ (x3—a)? =0

d'l:| de‘| ng.

dr = /72 + (x3 —a)?
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La seconde intégrale est tres simple puisque son intégrand est indépendant de la variable d’intégration 6
(Cest ici que la symétrie invoquée plus haut entre en jeu!)

La derniére intégrale donne le résultat final

dr] do = 2mn <\/R2 +a?—2ax3— (a —x3)> )

R
Dd(a) = —Gpj 27 (\/R2 +a? —2axz — (a—x;;)) dxs
—R
R2 2 _9 3/2 2\ [¥3=R
= —2nGp (—( T =20 e+ X?’)
3a 2 Xa=—R
4 1
= —G (nR?’) p—.
3 a
En dénotant par
4
M= ( —nR?
(57) .
la masse totale de la boule, on peut formuler le résultat comme
M
@(a) =~
a

ce qui démontre une propriété bien connue du potentiel newtonien : le potentiel d’une boule homogene
est, a extérieur de celle-ci, égal au potentiel d’un point matériel de méme masse placé en son centre. <

Exemple 2.15 La fonction de structure d’un solide Q
R¥5km Ig(k) = ”J etlkaxatiaxatkexs) gy dx,dxs,
Q

joue un role important dans I’étude de la diffraction des ondes sur ce solide. Calculons la fonction de
structure du tétraedre limité par les plans d’équations

x1 =0, xXxo=0, x3=0, X1+X9+x3=1,
c’est-a-dire du solide
Q ={(x1,x2,x3) [x1 = 0,x2 = 0,x3 = 0,%1 +x2 + x3 < 1}.
Pour tout a € [0, 1], I'intersection de Q avec le plan d’équation x; = a est 'intérieur d’un triangle

T(a) ={(x1,x2,x3) [x1 = a,x2 = 0,x3 > 0,x2 +x3 < 1—al
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On a donc

Lintégrale sur le triangle T(x;)

1
J [JJ ei(k1X1+k2X2+k3X3)dXQdX3:| Xm
0 T(x1)

1
J etkixa UJ ei(k2x2+k3"3)dx2d7<3] dx;.
0 T(x1)

95
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X3

se décompose simplement

1—X1 1—X1—X2
JJ ei(k2X2+k3X3)dX2dX3 J |:J ei(kzxz+k3xs]dx3:| dxs
T(x1)

0 0
1—X1 . 1—X1—X2 .

— J elkax2 U eiksxs dm} dxs.
0 0

On a donc 'intégrale itérée

1 . 1—x1 . 1—x1—Xo .
Io(k) :J etkix U etkex2 U e‘k3x3dx;3] de] dx;.
0 0

La premicre intégrale est

1—x3—x2 eik3(1fx17x2) -1
J elk3X3 dX3 _ i
0 iks
La seconde devient
J~1X1 ei(kz—k3)x2 eik3[1—x1) _ eik2X2 d eikg(l—xl) _ eikg(l—xl) N eikz(l—xl) -1
A Xo =
0 iks k3(ka —k3) koks

Finalement, la derniére intégrale nous donne
L /ei(ki—ks)xipiks _ pilki—ka)xipike  oilki—ka)xipike _ pikix:
+ dx
J ( K (kz — ks) kaks ) '
(ei(klfkg) _ 1)e1k3 (el(klsz) _ l)elkz + (el(klfkg) _ 1)e1k2 eikl _ 1
(k1 —kg)(ka —kalks  i(kq —ka)(ks —ks)ks (ki — ka)kaoks kikaks -
Apres un peu d’algébre élémentaire, on peut exprimer ce résultat sous la forme plus symétrique

Io(k) = G(k1, ko, k3) + G(ka, k3, k1) + G(ks, ki, k2),

Ia(k)

0

i/ Sin(u/2) 1
(w/2) (u=v)(w—u)

G(u,v,w)=¢e
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2.4.3 Changement de variables
Pour effectuer un changement de variables dans une intégrale triple on suit une procédure complétement

analogue a celle décrite dans le théoréme 2.3 pour les intégrales doubles. Si x : O C R? — R3 est une
transformation de classe C! injective sur A C O

JJJ ( )f(X17X27X3)dX1dX2dX3 = JJJ flx(uwg, Uz, u3)) U(ul,uz,ug)xl du;duszdus,
x (A A

0(x1,x1,%3)
0(ug,ug,ug)’

](ulau27u3)x =

est le jacobien de la transformation x. La remarque 2.4 s’applique également. Si Q est tel que x(A) C Q
et si le volume de O \ x(A) est nul, alors

JJJ f(x1,%2,x3)dx1dxodx3 = JJJ fx(ur, U2, u3)) [T (uy uz ) X| dun dugdus,
Q A

Exemple 2.16 Les coordonnées cylindriques (1,0, z) d’un point x € R sont obtenues en introduisant
des coordonnées polaires dans le plan x1, X2 et en conservant la troisi¢me coordonnée x3. On peut donc
associer ces coordonnées a la transformation

x(r,0,z) = (rcosH,rsin 6, z),

de classe C* sur R? et injective lorsqu’on la restreint a ]0, oo[x [0, 27t[x] — 00, co[. L'image par x de ce
domaine est R3 privé de I’axe x3. Le volume de ce dernier étant nul, on a pas a se soucier de ce "défaut".

x(r,8,z)

Son jacobien étant
cos® —rsin® 0
Jrozyx =det | sin® rcos® 0 | =r,
0 0 1

on a la formule de changement de variables suivante

JJJ f(x1, %2, x3)dxdxadxz = JJJ f(rcos0,rsind, z)r drdodz.
x(A) AN

L'usage de coordonnées cylindriques est particuliérement adapté aux problémes possédant une symétrie
de rotation autour de I’axe x3 ou/et une symétrie de translation dans la direction de cet axe.
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Pour illustrer I’'usage de ces coordonnées, nous calculons I’énergie du champ magnétique (1.32). L’élec-
trodynamique nous apprend que ’énergie d’un champ magnétique B(x) contenue dans une région
V C R? vide de matiére est donnée par

1

E(V) = o ”Jv IB(x)||*dx1 dxodxs.

Soit V le manchon cylindrique de hauteur L, de rayon intérieur Ry > R et de rayon extérieur Ry > Ry,

V={(X1,X2,X3)|R1 gx%—i_xg < R270 <X3 < L}

>

Son expression en coordonnées cylindriques est V = x(A) ou A = [Ry, Ra] x [0, 271] x [0, L]. On a donc

= [

Pour le champ (1.32),

Ro
J IB(rcos 9,rsin9,z)||2rdr] dG] dz.
Ry

91 —sin 0
B(rcos0,rsin0,z) = — cos 0 ,
cr 0

et donc

L
.y

La premiére intégrale donne

(10 (2 ] o] e

J“z A2 AP (R
g crr o2 BAR )

Les deux intégrales restantes sont donc triviales et livrent le résultat

2 R

Exemple 2.17 Les coordonnées sphériques (1,9, ¢) dans R? sont associées a la transformation
x(r,9,$) = (rcos P sind, rsin ¢ sind, r cos V).

De classe C* sur R?, cette transformation est injective sur ]0, co[x]0, 7t[x [0, 27t[. Uimage par x de ce
domaine est R? privé de I’axe x3. Tout comme dans le cas des coordonnées cylindriques, on peut donc
négliger ce "défaut".
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La signification géométrique des coordonnées sphériques est simple. La coordonnée 1 du point x est sa
distance a lorigine, T = /X% + x4 + x2. Sa coordonnée ¥ est sa latitude mesurée depuis le "pdle nord"
alors que ¢ est sa longitude mesurée depuis le méridien passant par le c6té positif de ’axe x;.

Le jacobien de la transformation x est

cosdsind rcosdcost —rsindsind
Jr9,0)x =det | sindsind rsindcosd® rcosPsind =12sin?d,
cos?d —rsind 0

et la formule de changement de variables correspondante

JJJ f(x1,X2,x3)dx1dxadxs = JJJ f(rcos ¢ sind, rsin ¢ sind, rcosd)r? sin® drdddd.
x(A) A

On utilise des coordonnées sphériques dans les problemes possédant une symétrie de rotation compléte
autour de I'origine. Comme illustration, reprenons le probléeme de I’exemple 2.4 : le calcul du volume
de la boule Bg de rayon R. Comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, ce dernier est donné par

JJ'J' dX1 dX2 dX3 .
Br

En coordonnées sphérique, la boule By est simplement décrite par v < R. On a donc

(Il soassas= 1]

La premicre intégrale est
27T
J 2 sind ddp = 2mr? sin 9.

0

27
J r2sind dd)} dﬁ} dr.
0

La seconde

7T
J 27r? sin9dd = —2mr? c0s8|‘;ig = 4mr?,
0

et finalement
r=R 4
= —7R3.

R 3
J 47r? dr = dn—
=0 3

0 3
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Exemple 2.18 Comme exemple, calculons le potentiel de gravitation d’une boule homogene de densité
p et de rayon R.

p
@(x):—GJJJ dy; dy»dys.
By [x—yl orYREe

On remarque tout d’abord que ce potentiel est invariant par rotation. En effet, soit R une rotation de
I’espace

p
@(RX) =—-G JJJ 7dy1dy2dy3
Br ||RX -Y H
Comme une rotation est une isométrie, elle préserve la norme et on a
IRx —y[l = [R(x = R™'y)[| = x = Ry
Dans l'intégrale

p
D (Rx) :—GJJJ ————dy;dy»dys,
By [ —R-Ty[ 7

effectuons le changement de variables y(z) = Rz. Le jacobien de cette transformation est ],y = det R =
1. <

2.4.4 Calcul de volumes

Tout comme I'intégrale double de la fonction constante f(x) = 1 sur une domaine du plan donne Iaire
de ce domaine, I’intégrale triple de cette fonction sur un domaine Q C R? donne son volume

Volume(Q) = JJJ dxq dxodxs.
Q

Exemple 2.19 Le tore T est le solide de révolution obtenu par la rotation d’un disque de rayon a autour
d’un axe coplanaire a ce disque passant a distance b > a de son centre. En coordonnées cylindriques,
on le décrit par

(r—b)2 422 < ad%

On peut donc paramétrer les coordonnées T et z par
r—b=1ucos, z =usin,
avec u € [0, a et ¥ € [0,27]. Comme 12 = x? + %% = (b +ucosP)? ona
x1 = (b 4+ ucos)cos, X9 = (b +uwcos)sin 0,
avec 0 € [0, 27[. On en conclut que T = x(A) avec A = [0, a] x [0, 27t[x [0, 27[ et
x(u,0,9) = ((b+ucosP)cosB, (b+ucosP)sinb, usiny).

X

A3
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Le jacobien de la transformation x est

cospcos® —(b+ucosP)sin® —usincos6
Jwou)x =det [ cospsin® (b+ucosP)cos® —usinPsin® | =u(b+ucosp),
siny 0 ucos

et le volume du tore T est donné par
Volume(T) = JJJ dxydxsdxs = JJJ u(b + uwcosP)dudddy,
T A
qu’on réduit a 'intégrale itérée

Volume(T) = Ja [

27
J u(b +uCOSl|))d1]):| de} du.
0

0

La premiére intégrale est

27
J u(b +ucos)dyp = 2mbu.
0

La seconde intégrale donne

27T
J 2mbu d6 = (271)%bu.
0

Finalement, la derniére intégrale nous livre le résultat
a 2

Volume(T) = J (270)%bu du = (271)%% — 21%ab.
0



Chapitre 3

Equations différentielles

De nombreux problemes mathématiques mais aussi de physique, de biologie, d’économie ... conduisent
a déterminer une fonction y(x) satisfaisant une équation dy type

FOx,y(x),y' (%), 3" (%), -,y ™(x)) =0, @.1)

ou F une fonction suffisamment réguliére de n + 1 variables. On dit que (3.1) est une équation différen-
tielle ordinaire (EDO) d’ordre .. Une fonction f :Ja, b[— R est une solution de cette équation si elle est
de classe C™ sur I’intervalle ]a, b et si, en chaque point x €]a, b, les n premicres dérivées de f satisfont
F(x, f(x), f'(x),...,f™(x)) = 0.

Exemple 3.1 Soit F(x,Yo,Y1,Y2) = Y3 + x*y} + y + 1. Léquation différentielle
Flx,y(x),y" (%), " (%) = (y"(x))* + (xy’ (x))? + (y(x)* + 1 =0,
n’a pas de solution. En effet, F(x,Yo,y1,y2) = 1 pour tout (x,Yo,Y1,Y2) € R Par contre ’équation
(y"(x))% + Oy’ ()% + (y(x)* =0,
admet une unique solution, la fonction constante f(x) = 0 alors que I’équation
(y" () + (y(x)* =0,

admet une infinité de solutions, comme par exemple

6
f(x) = 4 ——.
(x—a)
ou a € R est une constante arbitraire. Elle admet d’autres solutions qu'on ne peut pas exprimer en
termes de fonctions élémentaires. <

Remarque 3.1 On parle d’équations différentielles ordinaires (EDO)pour les différencier des équations
aux dérivées partielles (EDP) qui, comme leur nom ’indique, font intervenir les dérivées partielles d’une
fonction de plusieurs variables. Un exemple fameux d’EDP est I’équation de Laplace

0? 2¢
Af(x1,%2) = =—5f(x1,%2) + = f(x1,%2) =0,
( 1 2) 6x% ( 1 2) aX% ( 1 2)
que nous avons déja rencontrée dans ’exemple 1.46. Comme nous I’avons remarqué dans ce dernier, il
est parfois possible de ramener une telle EDP a une ou plusieurs EDO.

Comme le montre Iexemple précédent, une EDO peut admettre un infinité de solutions. En fait c’est
le cas de la plupart des équations qu’on rencontre dans la pratique. Il est donc généralement nécessaire
de spécifier des conditions supplémentaires pour déterminer la solution recherchée.

102
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Exemple 3.2 Le mouvement d’un point matériel de masse m sous I’action d’un champ de force F(x)
est déterminé par I’équation de Newton

Il s’agit d’'une EDO du second ordre. Pour déterminer complétement la trajectoire de point matériel,
on doit connaitre sa position ainsi que sa vitesse initiale x(0) et x’(0). <

Cet exemple est typique d’une classe importante de problemes qu’on peut formuler de la maniére sui-
vante. Le probleme de Cauchy pour 'EDO (3.1) consiste a déterminer les solutions de cette équation
satisfaisant les conditions initiales

ylxo) =co, Y'lxo)=c1, ... y(nfl)(xo)zcnfh

ol Xg, Co, - - -, tn—1 € R sont des constantes fixées.

Exemple 3.3 Le mouvement d’un oscillateur harmonique est déterminé par I’équation de Newton

d?x

me (B = —fx(1),

ou f est la constante de rappel de I'oscillateur. La solution du probléme de Cauchy pour cette EDO avec
les conditions initiales
X(O) = X0, X/(O) = Vo,

est unique et donnée par la fonction

Vo .

x(t) = xp cos wt + — sin wt,

w
ou w = /f/m est la fréquence circulaire de 'oscillateur. <
Une autre catégorie de problémes importants est illustrée par I’exemple suivant.
Exemple 3.4 On peut décrire les petites déformations d’une corde de piano (ou de violon) tendue entre
deux points séparés par une distance L comme le graphe d’une fonction y : [0, L] — R satisfaisant les

conditions y(0) = y(L) = 0 qui traduisent le fait que la corde est fixée a ses extrémités. Lorsque cette
corde vibre, sa forme dépend également du temps et est donnée par une fonction y(x, t).

p ™

Y
x
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Lévolution de la forme de cette corde est décrite par une EDP, ’équation de la corde vibrante,

0%y 0%y
w(’% t) = Tw(& t), (3.2)
assortie des conditions y(0,t) = y(L,t) = 0. Les constantes p et T sont respectivement la densité
linéique de la corde et la tension a laquelle elle est soumise. On peut réduire cette EDP a une EDO en

cherchant des solutions périodiques en temps de la forme
y(x,t) = d(x) cos wt,

ou w est la fréquence (inconnue) de vibration. En insérant cette expression dans I’équation (3.2), on
obtient
d*¢

dx?
On remarque que cette équation différentielle a la méme forme que celle de I'oscillateur harmonique
de I’exemple 3.3. Cependant les conditions additionnelles sont différentes puisqu’on doit requérir que
¢(0) = ¢(L) = 0.1l ne s’agit plus ici de conditions initiales, mais de conditions aux bords de I'intervalle
[0, L] sur lequel on cherche une solution. Dans ce cas on parle de probléeme de valeurs aux bords pour
’EDO 3.3. Nous verrons dans le paragraphe 3.1.4 que toutes les solutions de cette derniere équation
sont de la forme

TS (x) = pa’d(x). (3.3)

d(x) = A coskx + Bsinkx,

ou A, B sont des constantes arbitraires et k = w+/p/T. La condition ®(0) = 0 nous force & poser
A = 0. La condition ¢(L) = 0 se traduit alors par

BsinkL = 0.

La solution B = 0 n’est pas acceptable puisqu’elle correspond 2 la corde au repos ¢(x) = 0. On doit
donc avoir sin kL = 0, c’est-a-dire

ke{nm/Lin=1,2,3,...}.

Les conditions aux bords fixent donc les fréquences d’oscillation de la corde

T
w=4/-ken Tﬂ‘nzl,Q,S,... .
H pl

La fréquence de base est wy = +/T/p. Les autres fréquences en sont des multiples ou harmoniques :
2wg, 3wy, . .. <

Avant de passer a I’étude de quelques classes importantes ’'EDO, quelques lignes sur leur classification.
On dit que (3.1) est une EDO linéaire lorsque F est une fonction linéaire de y(x), y’(x),....y ™ (x).
Dans ce cas on peut écrire ’équation différentielle sous la forme

ao(x)y"™ (x) + a1 (x)y "V (x) + -+ + an(x)y(x) = h(x). G4

Les fonctions ap(x), . .., an(x) sont appelés coefficients de I’équation alors que la fonction h(x) en est
le terme inhomogene. ’équation est a coefficients constants lorsque les fonctions ag(x),...,an (x) sont
constantes. Elle est homogene lorsque le terme inhomogéne h(x) est nul pour tout x, inhomogene dans
le cas contraire.

3.1 Equations linéaires

Dans cette section, nous discutons les propriétés élémentaires de PEDO linéaire (3.4). Pour simplifier
I’écriture, nous lui associons 'opérateur différentiel d’ordre n (c.f. intermede p. 65)

dar dnfl
L= ao(x)ﬁ + ap(x) Tl

+ - an(x). (3.5)
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Nous supposerons que les coefficients ag(x), ..., an(x) sont des fonctions définies sur un intervalle I.

Par définition, L agit sur 'espace vectoriel des fonctions n fois différentiables sur cet intervalle,

n n—1
(L) (x) = ao(X)%(X) + al(x)%

(x) + -+ an(x)f(x).
On peut donc écrire ’équation différentielle (3.4) sous la forme condensée

Ly =h.

3.1.1 Le probleme homogene

Dans ce paragraphe, nous concentrons notre attention sur le probléme homogene
Ly =0, (3.6)

associé a 'opérateur differentiel (3.5). Le résultat fondamental est le théoréme d’existence et d’unicité
suivant.

Théoréme 3.2 Si les coefficients ag(x), ..., an(x) sont continus sur Uintervalle 1 et si ag(x) ne sannule
Jjamais sur cet intervalle, alors pour tout xo € 1 et pour tout k € {0,...,n — 1} le probleme de Cauchy pour
PEDO (3.6) avec conditions initiales

; 1 s1j=Kk;
(3) — K., — ) )
Yy (xo) = Bk = { 0 sinon,
admet une et une seule solution yy (x) sur Pintervalle 1.
On dira que les fonctions yo(x), . .., Yn—1(x) forment un systeme fondamental de solutions de I’équa-

tion homogene (3.6). On notera qu’a tout X € I on peut associer un tel systeme.

Exemple 3.5 L’équation linéaire homogene du second ordre

(Ly)(x) = (x* = Dy " (x) +xy’(x) +y(x) =0,

admet sur 'intervalle I =] — 1, 1], le systeme fondamental de solutions

Yo(x) ch (g — arccos(x)) ,

yi1(x) sh (g — arccos(x)) ,

déterminé par les conditions initiales
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Yo()

¢
°
Y
x

On remarque sur cet exemple que la condition ag(x) # 0 sur 'intervalle I est nécessaire. En effet les
solutions yo(x) et y1(x) sont singuliéres aux points x = +1 ot le coefficient ag(x) = x> — 1 s’annule,

. / _ . / _
xgrilyo(X) o :EOO, xl—lfilyl(X) = too.
<
Preuve du Théoréme 3.2. Comme ag(x) # 0 pour x € I, la matrice
0 1 0 ‘e 0
0 0 1 ‘e 0
0 0 0 e 1
Can(¥) ana(x) anax) 0 ai(x)
ao(x) ao(x) ao(x) ao(x)

est bien définie et ses composantes sont des fonctions continues. On vérifie immédiatement que la
fonction y : I — R est solution de Ly = 0 si et seulement si la fonction Y : I — R™ définie par

vérifie le systéme d’EDO du premier ordre
Y'(x) = A(x)Y(x).

De méme, yo(x), . . ., Yyn—1(x) est un systéme fondamental de solutions de Ly, = 0 avec yl(g) (x0) = djx
si et seulement si la matrice

Yo(x) Y1 (x) Ya(x) Yn-1(x)
yo(x) 1(x) y3(x) Yn1(x)

®(x) = : : : )
O BTy (O IR O PRt 09
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est solution du probléme de Cauchy

D'(x) = A(x)D(x), D(xg) =L (3.8)

Soit @ (x) une solution de ce probléeme de Cauchy. Nous démontrons tout d’abord que cette solution
est unique. En itérant I'identité

on obtient
O(x) =1+ JX Au) {I + Ju A(v)(D(v)dv] du=1I+ JX A(u)du + JX Uu A(UWA(WV)D(v)dv| du
Apres N itérations on arrive a
N—1
D(x) =) Dr(x)+Rn(x), (3.9)
k=0
ou Dp(x) =1,
Dy (x) = JX UX { . UX A(x1)A(xs) - ~-A(xk)dxk} ] de] dx,, (3.10)

pourk > let

o[ |

Soit J C I un intervalle fermé contenant xg. Comme A et @ sont des fonctions continues, on a

J’” [ U Alx1)A (%) ---A(XNJcD(XN)de} ] dx% dx; .

X0 X0

aj = max [|A(x)|| < oo, @ = max || D (x)]| < oo,
x€]J x€]
et donc, pour tout x € J, I’estimation

IR0l < | U 1 [ U A IAK - A G| ||<D(xN)|de} ] dm} ax;

X0 X0 X0
x X1 XN-—1
< a];'(pjj U [ U de] ] dxz} dx;
X0 X0 X0

N
N X —xol
S TN

On en déduit que pour tout x € |
lim Ry (x) =0,
N—o0
et comme ] C I est arbitraire, cette relation est vérifiée pour tout x € I. Lidentité (3.9) nous permet de
conclure que la solution du probléme de Cauchy (3.8), si elle existe, est donnée par

N-1 00
®(x) = lim_ é} i (x) = g) e (x), (.11)

cette série étant convergente pour tout x € L. Ceci démontre ['unicité de la solution du probléme de
Cauchy. Pour démontrer son existence, il nous suffit de montrer que la fonction définie par (3.10),
(3.11) est bien une solution. On vérifie immédiatement que @ (xg) = Dp(xg) = I, PH(x) = 0 et
@ (x) = A(x)Dy_1(x). De I'identité (3.10) on déduit I'estimation

(ajR)*
k!’

max || Dy (%] < R = max [x — xql,
x€E€J x€]
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qui nous permet de conclure que la série (3.11) ainsi que la série dérivée terme a terme

Y oLx) =AY Orlx),
k=0 k=0

sont uniformément convergentes sur tout intervalle fermé J C I. La série (3.11) définit donc une fonc-
tion @ différentiable sur I et telle que @’(x) = A(x)D(x). O

Comme nous I’avons déja remarqué (c.f. page 66), un opérateur différentiel L est une application linéaire.
Une propriété qui reflete bien entendu la linéarite de PFEDO (3.4). Il en résulte que I’ensemble des
solutions de I’équation homogene

{y: I — Ry est n fois différentiable et Ly = 0} = Ker L,

le noyau de L, est un sous-espace vectoriel de ’espace des fonctions n fois différentiables sur I'intervalle
L. Si f et g sont deux solutions de I’équation Ly = O et si A, t € R alors la fonction Af + g est aussi une
solution de cette équation. C’est le principe de superposition qui joue un role extrémement important
dans la théorie des équations différentielles linéaires et dont les implication, par exemple a la physique,
sont tres profondes. En particulier, si Yo, . . ., yn—1 est un systéme fondamental de solutions

()

Lgk:oa Yy (XO):éjk, kaje{oa"'vn_l}v

alors, pour tout ¢y, . ..,cn—1 € R™, la fonction

n—1
yx) = 3 cryr(x),
k=0

est une solution du probléme de Cauchy
Ly =0, ylxo) =co, Y'lxo)=ci, -..y™V(x0)=cn 1. (3.12)

Sous les hypotheéses du théoréme 3.2 nous pouvons donc conclure que le probleme de Cauchy (3.12)
admet toujours une et une seule solution.

Théoreme 3.3 Sous les hypotheses du théoreme 3.2, Pensemble des solutions de PEDO homogele Ly = 0
sur Pintervalle 1 est un espace vectoriel de dimension n. Tout systéme fondamental de solution de cette ODE
forme une base de cet espace. Pour tout xo € 1 et pour tous cg,C1,...,Cn_1 le probleme de Cauchy pour
PODE Ly = 0 avec les conditions initiales

ylxo) =co, Y'lxo)=ci, ... y" Y(xo)=cn_1,

admet une unique solution sur lintervalle 1. De plus, si Yo, . . . , Yn—1 est un systéme fondamental de solution
de cette ODE tel que y](g) (x0) = djx, alors cette solution est donnée par

n—1
y=) ).
k=0

Dans un espace vectoriel dont les éléments sont des fonctions, le role du vecteur nul est tenu par la
fonction constante, identiquement nulle. En particulier, les fonctions fo, . . ., fi sont linéairement indé-
pendantes sur I'intervalle I si, pour tous wy, . .., ax € R, la condition

aopfo(x) + -+ + axfi(x) = 0 pour tout x € I,

implique que o9 = -+ = ax = 0. Le lemme suivant nous donne une caractérisation trés utile de
I'indépendance linéaire d’une famille de fonctions différentiables.
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Lemme 3.4 On appelle wronskien du systeme de fonctions{fo, . . ., Ty}, k fois différentiables sur I'intervalle
L, le déterminant wy (fo, . .., i) de la matrice

fo(x)  fi(x) e (x)

folx)  fi(x) fi(x)

WX(an"'afk): . :
£ 00 (%) i ()

Si il existe xog € 1 tel que wy,(f1,...,Tx) # 0, alors les fonctions fo, . .., fx sont linéairement indépen-
dantes.

Démonstration. Supposons que xofo(x) + - - - + i fi(x) = 0 pour tout x € I. En dérivant successive-
ment cette identité en x( on obtient

oofolxo) + -+ o fi(xo) = 0,
xofo(xo) + -+ -+ awfr(xo) = 0,
k Kk
ocofé )(xo) 4+ 4 ockfl(c )(xo) = 0,
ce qui signifie que le vecteur (g, . .., xx) appartient au noyau de la matrice Wy, (fo, . . . , fx). Comme
cette matrice est réguliere par hypothese, son noyau est trivial KerWy, (f1,. .., fxs1) = {(0,...,0)}
Par conséquence oty = - - - = oy = 0 et les fonctions fo, . . ., fi sont linéairement indépendantes. O

Exemple 3.6 Dans I’exemple 1.46 nous avons rencontré I’équation différentielle
r(rf") = f,
qu’on peut aussi écrire sous la forme
(LF)(r) = ¢ (r) + vf'(r) — f(r) = 0.
Nous avons obtenu deux solutions de cette équation, a savoir
fo(r) =171, fi(r) =m.

La matrice wronskienne de ces deux solutions est

—1
vvr(fo,fl)—( " {>7

—1

et par conséquence Wy (fg, f1) = det W, (fg, f1) = 2r—1 # 0. Ces deux solutions sont donc linéairement
indépendantes et forment une base du noyau de L. Toute solution de I’équation Ly = 0 est de la forme

A
y(r) = - + Br.

En particulier, pour tout R > 0, on peut déterminer une famille fondamentale de solutions yo(r), y1(r)
telles que yo(R) = 1, y4(R) =0, y1(R) = 0 et y;(R) = 1 en posant

A A
yolr) = > +Bor, i) = + B,

et en résolvant le systeme

wR) = Z04BR=1,
WR) = 58 +By=0,
wR = 2leBR=0
yi(R) = —%4-31—1»
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3.1.2 Le probleme inhomogene

Pour résoudre le probleme de Cauchy homogene

avec conditions initiales

ylxo) =co, Y'lxo)=ci, ... y" Yixo)=cn1,

on peut suivre la méthode générale suivante, simple application du principe de superposition. On dé-
termine tout d’abord une solution arbitraire de PEDO inhomogene Ly = h (dans la terminologie des
EDO, on parle d’une solution particuliere). Comme nous le démontrerons plus bas, ’existence d’une
telle solution est assurée, sous les hypothéses du théoréme 3.2, si le terme inhomogeéne h(x) est continu
sur I'intervalle 1. Soit donc g(x) une telle solution. En général elle ne satisfera pas les conditions ini-
tiales. On remarque cependant que si f(x) est une solution quelconque de I’équation homogene Ly = 0,
alors L(f + g) = Lf + Lg = 0 + h = h. Réciproquement, si § est une seconde solution particuliére
de I’équation inhomogene alors L(g —g) = Lg—Lg = h—h = 0, et on peut écrire § = g + f ou
f = §— g est une solution de I’équation homogene. Nous en concluons que toute solution de I’équation
inhomogene peut s’obtenir en ajoutant une solution de ’équation homogéne & une solution particuliere
de I’équation inhomogene. On obtient donc la solution du probleme de Cauchy inhomogene sous la
forme
y(x) = g(x) + f(x),

ou g(x) est notre solution particuliere de ’équation inhomogene et f(x) est la solution du probleme de
Cauchy homogene

Lf=0,  f(xo) =co—glxo), .- F"Vixo) =cn1—9" " (x0)
Exemple 3.7 Considérons le probléeme de Cauchy inhomogéne sur I'intervalle I =] — 1, 1],
(Ly)(x) = (" = y" (x) +xy'(x) +y(x) =x,

avec les conditions initiales

y(0)=1,  y'(0)=0.

On obtient une solution particuliére en faisant I’Ansatz g(x) = ax + b. En effet,
(Lg)(x) = (x* =1)g"(x) +xg’(x) + g(x) = xa+ ax+b,

nous montre que g(x) = x/2 est bien solution de I’équation inhomogene. Nous devons maintenant
résoudre le probleme de Cauchy homogene

Lf=0, f(0)=1—g(0)=1, f(0)=0—g'(0)=—1/2.

A P'aide du systéeme fondamental de solutions obtenu dans I’exemple 3.5, nous pouvons écrire la solution
de ce probléme comme

f(x) =1yo(x) — %yl(x) =ch (g — arccos(x)) — % sh (g — arccos(x)) .

La solution du probléme de Cauchy inhomogéne est donc

y(x) = g +ch (g - arccos(x)) — %sh (g — arccos(x)) .
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y(X)

<

Démonstration de lexistence d’une solution particuliére. A I'aide de la méthode de variation des
constantes que nous allons exposer maintenant, il est possible de construire une solution particuli¢re
de I’équation inhomogeéne Ly = h si on posséde une famille fondamentale de solutions de I’équation
homogene Ly = 0. Une application de cette méthode sera faite dans I’exemple 3.16.

Soityi(x), ..., Yn(x) une famille fondamentale de solutions de I’équation Ly = 0. Comme nous I’avons
vu au paragraphe précédent, toutes les solutions de cette équation sont de la forme

n—1
y(x) = Z ek Yk(x),
k=0

ou les ¢y sont des constantes. Nous cherchons une solution de I’équation inhomogene Ly = h sous la
forme

n—1
y(x) = Z ek (%) yx(x),
k=0

ot les cy (x) sont des fonctions (d’ot le nom de la méthode : variation des constantes). Pour déterminer
ces n fonctions inconnues, nous avons une seule équation, a savoir Ly = h. Nous devons donc imposer
n — 1 conditions supplémentaires pour pouvoir déterminer ces inconnues. La premiére dérivée de y est
donnée par

n—1 n—1
y'(x) =) ey + ) cx(¥)yi(x).
k=0 k=0
En imposant la premiére condition
n—1
> el yk(x) =0,
k=0
nous pouvons donc écrire

n—1
y'(x) =) c¥)yix).
k=0
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La deuxiéme dérivée de y est donc

n—1 n-1
=D byl + ) ekx)yi(x)
k=0 k=0

En imposant comme seconde condition

n—1
> ckyilx) =0,
k=0

nous obtenons

n—1
=Y ax) i)
k=0

Nous pouvons clairement continuer ce processus, en imposant les 1 — 1 conditions

n—1 .
> etx)y) (%) =0,
k=0

pourj =0,1,...,n— 2 on obtient les expressions

n—1
(x) = Z ck(x)y](f)(XJ,
k=0

pourj=0,1,...,n—1et

n—1
Z Ck n Y (x) + Z Ck(x)ykn)
k=0

La dernicre condition, Ly = h s’écrit alors

h = ao(X)y(“)( )+ a(y ™) + -+ an(¥)y(x)

n—1
= Z ey (%) + Z cx (%) (ao(x)y]({n

= ap(x) Z c,’c(x)y )+ Z e (%) (Lyx) (x

k=0 k=0
n—1

= () )iy V(%)
k=0

En résumé, nous devons résoudre le systéme

En écrivant ces n conditions sous forme matricielle

Yo(x) yi1(x) o Yn-a(x) ch(x)
yo(x) yi(x) o yna(x) ¢/ (x)
W) ) ey )\ e

112
(3.13)
)
(X) 4+ an Xy (x))
= 0,
~ h(x)
B ao(x)
0
0
. . (314
h(x)/ao(x)
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on réalise que la matrice du systéme n’est autre que Wy (Yo, ..., Yn—1) qui est régulicre par le lemme
3.4. En dénotant par c(x) le vecteur de composantes ci (x) et par H(x) le vecteur du membre de droite
de (3.14),0on a

CI(X) == Wx(y07 e 7yn71)71H(X)a

qu’on peut intégrer immédiatement pour obtenir
X
) = | Walyor. . yns) H() du,
0

ce qui achéve la construction d’une solution particuliére. O

3.1.3 Le cas d’ordre 1

Cest le cas le plus facile. On peut toujours le réduire a des quadratures, c’est-a-dire au calcul de quelques
intégrales. Considérons tout d’abord le probléme homogene

ao(x)y’(x) + a1 (x)y(x) = 0.

En divisant par ag(x)yo(x) on obtient I’équation

qui s’intégre immeédiatement

log [y(x)| —logly(xo)|l = p(x) =

On a donc
ly(x) = [y(xo)l P ™,
ou |y(xo)| = co est une constante arbitraire. Comme le membre de droite de cette identité ne s’annule
jamais, le signe de y(x) est constant et on peut ’absorber dans la constante ¢y pour obtenir
y(x) =coe?™.

La solution fondamentale yq(x) satisfaisant la condition initiale yo(xo) = 1 est donc

B JX ay(u)

du.
X0 Qo (LL)

En particulier, la solution du probleme de Cauchy

ao(x)y’(x) + a1(x)y(x) =0, y(xo) = co,
est donnée par

y(x) =coyo(x) =coeP™, p(x) =

Considérons maintenant le cas inhomogene
ao(x)y’(x) + a1 (x)y(x) = h(x).

Nous cherchons une solution particuliére par la méthode de variation des constantes qui consiste a faire

I’Ansatz
* ai(u)

Y0 = co(x)eP™), plx) = —J au,

xo @0 (LL)

c’est-a-dire & remplacer la constante dans la solution du probléeme homogene par une fonction de la
variable indépendante x. Nous obtenons ainsi

ao(x) (ch(x) €P ™)+ o (x)p’(x) €? ™)) + @ (x)eo(x) €”*) = h(x),
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et, compte tenu du fait que ag(x)co(x)p’(x) eP™) + a;(x)co(x) eP*) =0,

Une solution particuliére de I’équation inhomogéne est donc donnée par la fonction

g(x) = co(x) eP™ = U h(v) e POV gyl eP(),
X0 (10(\))

En notant que cette fonction satisfait la condition initiale g(x() = 0, on obtient la solution du probléeme
de Cauchy inhomogene

ao(x)y’(x) + ar(x)y(x) =h(x),  ylxo) = co,

sous la forme

y(x) = [co +r 2)((\;)) e PV qu ep("), p(x) = _J'X ap(u) du.

Exemple 3.8 Soit le probleme de Cauchy inhomogene

!

y'(x)
X

+yx) =+ y(0) =1

L’exposant p(x) est donné par
X 1 d X2
P =] hau=

Une solution particuliere du probléme homogene est

X V2 R X2/2 .
g(x):J jev/QdVZZJ' te tdt =2+ (x*—2) e /%
oV 0

Nous obtenons ainsi la solution de notre probleme

yx) = [1 +24(x2—2) eXQ/Q} e /2 = 3e7/2 4 X2 9,

3.1.4 Le cas d’ordre 2

Bien que ce soit le cas le plus important pour les applications, il n’existe pas de méthode générale
pour réduire la solution d’un probléme de Cauchy homogene du second ordre a un nombre fini de
quadratures. Cependant, beaucoup de ces problemes ont été étudiés en détail, et leurs solutions sont
répertoriées (voir par exemple [AS]). Cest le cas en particulier de toutes les EDO qui proviennent de
la séparation des variables dans les équations aux dérivées partielles de la physique. On donne le nom
générique de fonctions spéciales aux solutions de ces problemes.

Exemple 3.9 L’équation des ondes est 'EDP

o%u

W (X'a t) = Au(x> t)?

qui régit la propagation de divers types d’ondes (sonore, électromagnétiques,...). Nous en avons déja
rencontré un cas particulier dans ’exemple 3.4. Comme dans ce dernier, on peut chercher des solutions
périodiques en temps en faisant ’Ansatz de séparation des variables u(x, t) = @(x) cos wt. La fonction
¢ doit alors satisfaire I’équation d’Helmholtz

Ap(x) + w?e(x) = 0.
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Une famille importantes de solutions de cette équations sont les ondes planes. En dimension 2 elles sont
données par
Px (x1,x2) = cos (kixy +kax2 + ¢),

ol k = (ki, ka) € R? est le vecteur d’onde et ¢ la phase (des solutions analogues existent en dimension
quelconque). On vérifie immédiatement que
% Qx. %P,
P (31 xo) 4 ,
aX% ( 1, A2 ) axg

Ay ¢(x) = (x1,%2) = —(K} +k3) @, (X1,%2),

et par conséquence que @y ¢ satisfait I’équation d’Helmholtz sous la condition
2 _ 12412 2
IIk[I* = ki + k5 = w”.

La fonction @y ¢ décrit une onde se propageant dans le plan dans la direction k en absence de tout
obstacle. Lorsque la géométrie est plus complexe, on doit résoudre ’équation d’Helmholtz dans un
domaine Q et I'assujettir de conditions au bord de ce domaine.

Comme illustration, nous allons calculer les fréquences de vibration d’'une membrane circulaire de rayon
R fixée sur sa circonférence (la peau d’un tambour). Elles sont décrites par ’équation d’Helmholtz sur
le disque de rayon R avec la condition @(x) = 0 sur le bord de ce disque. Il est dans ce cas naturel de
formuler le probléme en coordonnées polaires. A I’aide de la formule (1.47), on peut alors écrire

0%¢
or2

10 1 02
(r,0) + ;a—‘f(r,e) + r—ga—ef(r, 0) + we(r,0) =0, ¢(R,0)=0. (3.15)

Avec I’Ansatz de séparation des variables
©(r,0) = f(wr) cosno,

on obtient

2 w n? 2
w*f"(wr) cosnd + ?f’(wr) cosmo — r—zf(wr) cosnO + w*f(wr)cosnd® =0, f(wR)cosnd = 0.
En simplifiant par cosn0 on arrive a ’'ODE

2 w n’ 2
w " (wr) + —f'(wr) — —f(wr) + w*f(wr) =0, f(wR)=0.
T T
Apres le changement de variable x = wr, cette derniere s’écrit
2

W (x) + —f'(x) —
X X

2,2

wn

f(x) + w?f(x) =0, f(wR)=0.

On obtient finalement, apres simplification, ’équation de Bessel
X2 (x) +xf'(x) + (x* —n?)f(x) = 0.

Deux solutions linéairement indépendantes de cette derniére sont les fonctions de Bessel de premiere
espece Jn (x) et de seconde espece Yy (x).
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0.6 b
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La fonction Yy, est singuliere en x = 0, on ne peut donc pas ’accepter comme solution de notre pro-
bléeme. La fonction J,, est réguliére, elle est donnée par I'intégrale

1 us
Jn(x) = —J cos (nt —xsint) dt,
7t Jo

on peut aussi la représenter a I’aide de la série

x (,Uk X\ 2k+n
Jn(x) = ];) m (5) )

(voir [ W] pour tout savoir sur ces fonctions trés importantes). On a donc
flwr) = Jn(wr),

et la condition au bord, f(wR) = 0, fixe la fréquence de vibration

Xn,k
ekl _123. .1,
o< {% |
OU Xn,1,Xn,2, Xn,3, - - . sont les zéros de J,. Les premiers termes de cette suite de fréquences sont

n|k X,k

0 | 1] 24048

1] 1] 3.8317

2|1/ 5.1356

0] 2| 5.5201

311 6.3802

11 2] 7.0156

on remarque en particulier que, contrairement aux fréquences de vibrations de la corde de ’exemple

3.4 qui sont en progression arithmétique (wo, 2wg, 3w, . . .), il n’existe aucune relation simple entre les
termes de cette suite. <
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Exemple 3.10 Le polyndme de Legendre de degré 1,
1 dt
= — (X2
24! dxt
ou L est un entier, est une solution de I’équation de Legendre

(1—=x*)y"(x) —2xy’(x) + UL+ D)y(x) = 0,

Pi(x) -1

qui apparait naturellement lorsqu’on écrit ’équation de Laplace Af = 0 dans R? en coordonnées sphé-
riques. La fonction de Legendre associée de degré 1 et d’ordre m

I = (1—x2)m2

dx™ Pl (X)a

est une solution de ’équation de Legendre associée

(1=x*)y" (x) — 22y’ (x) + (1(1 +1) — 1X2> y(x) =0.

<
Exemple 3.11 La fonction hypergéométrique
= ala+1)---(a+n—1)bb+1)---(b+n—1)x"
Fla.b:c:x) = Al
(a,b;¢;%) T;) cfc+1)---(c+n—1) n!’
est une solution de I’équation hypergéométrique
x(1—=x)y"(x) + (c— (a+ b+ 1)x)y’'(x) — aby(x) = 0. (3.16)

Il est souvent possible de transformer une ODE du second ordre en une de ces équations bien connues.
L’équation
Alx— o0 (x — B)y”(x) + B(x —Y)y'(x) + Cy(x) =0, 6.17)
est équivalent a I’équation hypergéométrique. En faisant le changement de coordonnées x = (f — o )u+
a et en posant y(x) =y((p —x)u+ «) =z(u) ona
ZW=y"((f-out+a)B—a), z"(W=y"((B—-Ju+a)(p—a)?,

ainsi que

(x—o)=(B—ou, (x-B)=(p-au-1, (x-v)={p-a (uE_Zi).

Léquation (3.17) devient donc
0 = A(p—o)ulu—1y"((B - Jut+a
# BB (= T2 )y((B — ot o0+ Cyl(B — it

B—o
_ —APH—uH%M+(BY_a Bu)ﬂw—cﬂw}

ABR—a A A

En comparant cette derniére expression avec 1’équation (3.16) on voit que si

B _By—«

C
ab=— a—l—b—l—l—x, C_Km’

A b
alors la fonction hypergéométrique f(u) = F(a, b; ¢; u) est une solution. On résout facilement pour les
paramétres a, b, ¢ le systéme ci-dessus. Avec

_B-A)+B-AP—IAC | (B—A)-/B-AP—1AC  By-—«o
“= 2A : - 2A T AR —«
une solution de (3.17) est donc
y(x)=F (a,b;c; g_z) .
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Exemple 3.12 L’équation
xy” (%) —y'(x) +x*y(x) = 0, (3.18)

s’exprime plus simplement aprés un changement de variable x* = . En posant y(x) = z(x?) = z(u)
ona

y'(x) = 2%z’ (x%) = 2v/uz/(u),
et

y'(x) = dix2xz'(x2) = 4x%2"(x?) + 22/ (x?) = 4uz”" (u) + 22" (u).

Léquation (3.18) devient donc
Vu(duz” (u) +2z2' (1)) — 2vuz’ (u) + uv/uz(u) =0,

c’est-a-dire )
2" (u) + Zz(u) =0.

Une solution de cette équation est z(u) = cos(u/2). On en déduit qu’une solution de I’équation (3.18)
est y(x) = cos(x2/2). <

Lorsqu’on connait une solution yo de 'équation homogene du second ordre
ao(x)y” (%) + a1 (x)y’(x) + a2 (x)y(x) = 0. 3.19)

la méthode de variation des constantes permet d’obtenir une solution particuliére de I’équation inho-
mogene
ao(x)y" (x) + a1 (x)y’(x) + a2(x)y(x) = h(x). (3-20)

Nous cherchons cette solution sous la forme y(x) = ¢(x)yg(x). En insérant cet Ansatz dans (3.20),

h(x) = ag(x)(c”(x)yo(x) + 2¢"(x)yg(x) + c(x)y (x))
+  ar(x) (¢ (x)yo(x) + c(x)yg(x)) + az(x)e(x)yo(x),

d’ou, en tenant compte du fait que yo est solution de (3.19),
ao(x)yo(x)c” (x) + (2ao(x)yg(x) + a1 (x)yo(x)) ¢’ (x) = h(x),
qui est une EDO du premier ordre pour la fonction d(x) = ¢’(x). En divisant par ag(x)yo(x) on la
met sous la forme )
a'(x) + (2130(") + 2 (X)) d) = ¥
Yo(x)  ao(x) ao(x)yo(x)

En appliquant la méthode du paragraphe précédent, on obtient

p(x) % x
Yo(x)? Jx,  ao(v) xo Go(u)
Cette derniere relation est immédiatement intégrée pour obtenir
X op(w) w
X0 yO(W) X0 (10(\))
et par conséquence
*ePt Y R(v)yo(v)
(x) = (X)J U e PV dv} dw. 3.21
VO = | e L, a0t 2y

La méme technique permet d’obtenir, a partir de la solution yg, une seconde solution de I’équation
homogene (3.19). Il suffit pour cela de poser h = 0 dans I’argument précédent. On obtient alors la

seconde solution sous la forme
x eP (w)

Y1(x) =yo(x) J dw. (3.22)

xo Yo(w)?
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Exemple 3.13 On se propose de résoudre le probléeme de Cauchy pour 'EDO inhomogene

2

" =
y"(x) T2y

(x) =x,
avec conditions initiales
y(0) =1, y'(0) =1.

L’équation homogene correspondante peut s’écrire sous la forme

(1+x%)y" (x) = 2y(x),

et on vérifie sans peine qu’elle admet la solution yo(x) = 1 + x2. Cherchons tout d’abord a construire
une seconde solution de ’équation homogene de fagon a obtenir un systéme fondamental de solution.
En appliquant (3.22) nous obtenons

x 1 1 wex 1 2
Ul(x):(l‘f‘XQ)J( dw =(1+x?) w + = arctanw ==+ X

—_— = — arctan x.
o (1+w2)2 21+w2 ' 2 retan

| ®

w=0

On vérifie facilement que yo,y; forme un systéme fondamental de solutions de I’équation homogene
Yo(0) =1, yg(0)=0,  yi(0)=0, yi(0)=1.

La formule (3.21) nous donne une solution particuliére du probléme inhomogene

X w d
(1+X2)L Uo v(1+v2)dv} 7(1 +Vv\:)2)2

x wi dw
- (HX)L[ +4] (T+ w22

w2
2
= 1-|—x [ }dw

= i {(ler )(x — 2aurctanx) )ﬂ ,

g(x)

dont on vérifie qu’elle satisfait les conditions initiales

La solution du probléeme de Cauchy est donc

5 1 3
y(x) =g(x) +yo(x) +yi(x) =1+ =x +x* + -x* + = (1 +x?) arctan x.

8 4 8
<
3.1.5 Equations a coefficients constants
Dans le cas particulier d’'une ODE linéaire a coefficients constants Ly = h avec
an dn—l
L—aodn—l—alW—f—---—i—an. (323)
il est possible de construire explicitement la solution du probléeme de Cauchy
ylxo) =co, y'lxo)=ci, .. y"Hix)=cn1 (3.24)

C’est cette construction que nous discutons dans ce paragraphe. Commengons par remarquer que 'opé-
rateur différentiel L est invariant par translation : si z(x) = y(x + xo) alors z(®) (x) = y™® (x + xg)
et

(Lz)(x) = (Ly) (x + x0).
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Ainsi, y est solution du probleme de Cauchy (Ly)(x) = h(x) avec conditions initiales (3.24) si et
seulement si z est solutions de (Lz)(x) = h(x) = h(x + x¢) avec conditions initiales

z(0)=co, Z'(0)=cy1, ... zM™D(0)=cn_.
On peut dong, sans restriction de la généralité, supposer que xo = 0.
Pour A € C, la fonction yy (x) = e * satisfait

dnyA
dxn

(x) = A"ya(x).

Il en résulte que
Lyx =PL(A)ya,

Pi(z) = apz™ + azV "t agz™ 24 4 an,

est le polynome caractéristique de 'opérateur différentiel a coefficient constant L. Si A est une racine du
polyndme caractéristique, on a donc

Lya =PL(A)yr =0,

et on obtient un systéme {yx |A € C,pr(A) = 0} de solutions de 'EDO homogene. Les coefficients
du polynéme Py étant réels, ses racines peuvent étre réelles ou former des paires complexes conjuguées.
Dans le premier cas yx est une fonction réelle. Dans le second cas, a la paire de racines A = a + ib
correspond les deux solutions complexes

(a+ib)x _ (a—ib)x

ya(x)=e e (cosbx +isinbx), yx(x)=e = e“*(cosbx — isin bx).

Léquation Ly = 0 étant linéaire, on peut remplacer ces deux solutions par les solutions réelles

1

1
§(y)\(x) +yx(x)) = e cos bx, i(yy\(x) —Yx(x)) = e**sinbx.
Il est cependant pratique d’accepter les solutions complexes qui sont plus facile & manipuler, sachant
qu’a la fin des calculs, la solution recherchée sera toujours réelle.

Le théoréme fondamental de I’algébre nous assure que Py (z), qui est de degré n, admet n racines comp-
tées avec leur multiplicité. Si toutes les racines sont simples, le systéme de solution {yx |A € C,pL(A) =
0} qui comporte n fonctions est donc un bon candidat pour former une base du noyau de L. Cepen-
dant, si certaines de ces racines sont dégénérées (c’est-a-dire de multiplicité supérieure a 1), P a moins
de 1 racines distinctes ! Dans ce cas, le systeme de solutions {yx |A € C,pr (A) = 0} est trop petit pour
former une base du noyau de L.

Nous supposerons tout d’abord que le polynome caractéristique Pi admet n racines distinctes Ao, . . .,
An—1. Dans ce cas, Ya,, - - -, Ya,, , sont n solutions de I’équation homogene Ly = 0. Pour déterminer
si ces solutions sont linéairement indépendantes, formons la matrice

1 1 cee 1
Ao At Ao
Wo(yxov"wy)\nfl): : :
N N

C’est une matrice de Vandermonde dont le déterminant est donné par

wolyr,--un) = [T Oy =)

0<i<j<n

Les racines A; étant distinctes, ce déterminant est non nul et le lemme 3.4 nous permet de conclure que

les solutions ya,, - - - , Ya,,_, sont linéairement indépendantes. Elles forment donc une base du noyau de
L.
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La solution du probléeme de Cauchy Ly = 0 avec les conditions initiales y*)(0) = cx pour k =

0,...,n— 1 est donc de la forme
n—1
(x) =) ajya(x)
§=0

ou les coefficients inconnus a; sont déterminés par les conditions initiales

n—1 n—1
k
= E (ljy;j)(OJ = E aj ?\}< = Cx
j=0 j=0

C’est un systeme de n équations (k = 0,...,n — 1) pour les n inconnues ayg, ..., an_1. Sous forme
matricielle ce systéme s’écrit

Wo(yxov"wy)\nfl)a =cC.

et la solution en est

a=Wo(Yng,---sYrn ) ‘C.

On obtient ainst la solution du probléme de Cauchy homogene
Z Wo(Yngs - - - ,yxn,l)fl]ji ci Y, (x).

Exemple 3.14 L’équation du mouvement de 'oscillateur harmonique amorti est donnée par

d? d
M (1) = —fx(t) — v (t),

Yt
A la force de rappel —fx, s’ajoute une force de friction

dx
Ffric =Y E ’

proportionnelle et opposée a la vitesse de 'oscillateur (y > 0 est la constante de friction). La trajectoire
de Poscillateur est déterminée par le probléme de Cauchy avec conditions initiales

dx
0=, 0=
Lopérateur différentiel de ce probleme est
d? d
L=mo 4y S ¢
e ettt

et son polynome caractéristique
PL(z) = mz? + vz + 1.

Ce dernier admet les racines

)\0 = Y —4mf — \/ —(,UO,
A = —Y-i-\/Y —4mf ry /FQ—wO,

ou nous avons introduit le coefficient d’amortissement

_ Y

2m’

[ f
Wo = )
m

, . . 5 . . . ISR
est la fréquence circulaire de 'oscillateur non amorti. Ces racines dégénerent lorsque I' = wy, on parle
alors d’amortissement critique. Nous traiterons ce cas lorsque nous aurons discuté la dégénérescence

et ou
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des zéros du polyndme caractéristique. Pour un amortissement sous-critique I' < wy, on a deux racines
complexes conjuguées

Ao=-T—iQ, M =A=-T+iQ, Q= /w2—-T2>0,

alors que pour un amortissement sur-critique I' > wy les deux racines sont négatives

AN=-T—A A=-T+A 0<A=,/T2—w?<T.
La matrice wronskienne est
1 1
WO(U)\07U)\1) - ( AO }\1 ) ’

son déterminant est donc Wo(ya,,Ya,) = A1 — Ao = 24/1'% — w3 et son inverse

B 1 M-l
W 1 = - :
O(yAU)yAl) 9 FQ _wg ( —)\0 1 )

La solution du probléme de Cauchy est

A A
x(t) = a;e™t 4 aget,

a; 7 1 7\1 —1 X0
(5] 2 \/m *?\0 1 Vo ’
Apres un peu d’algebre élémentaire on obtient, dans le cas sous-critique I' < wy

"o + Vo

x(t) =e Tt {xo cos Qt + sin Qt} , (3.25)

On observe que le mouvement est la superposition d’une enveloppe exponentiellement décroissante
e "t et d’une oscillation de fréquence circulaire Q = /w2 — T2 < wy.

X
A

X(t)
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Dans le cas sur-critique I' > wg on a

FX() + Vo

x(t) =e "t [xgch At + shAt|, (3.26)

les oscillations ont disparu, le mouvement est complétement dominé par la force de friction.

Y

X(t)

<

Lorsqu’une racine A du polynome caractéristique Pp est dégénérée, de multiplicité rp, nous devons
trouver T\ — 1 solutions supplémentaires pour combler le déficit causé par cette dégénérescence. Dans
ce cas, on a

PLA) =PLA) =P () =0, PN #0,
et en notant que
ARV i S NS
—Yrtt = - =x"yYalx),
dtk o Atk =0
on obtient, pourk =1,...,17A — 1,
dx dx
< = S op A+t
dgk “IA - atw LA+t yase t:O

LI .
= ) <> PN XK Tya(x) =0.
‘—0 ) S~——
j -~
carj<k<r
La fonction (t,x) — yYart(x) = et étant de classe C®, ses dérivées partielles ne dépendent pas de
I'ordre de dérivation. On en conclut que
dk

@L‘JAH

dk
=L @UAH

)

t=0 t=0
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et par conséquence que les T, fonctions
3
ny\(X), kZO,...,T}\—l,

sont dans le noyau de L. On peut montrer que le systéme de fonctions
U {XkUA(X)‘k:07~--ar7\—1}a

A€C,PL(A)=0

est une base du noyau de L. On peut donc écrire la solution du probléeme de Cauchy homogene comme

‘I‘)\fl

yx) =) > anxuax),

A k=0

ol la somme sur A se fait sur les racines distinctes de Py . Les n coefficients inconnus ajx sont déterminés
par les conditions initiales

T‘)\fl 3 T)\fl

j d] o e . S
y7(0) :Z Z rk kayk Z Z aii—1) - G—k+ 1N * =g;.

A k=0 x=0 A k=0

Exemple 3.15 Nous pouvons maintenant traiter le cas de I'amortissement critique de ’exemple 3.14.
Lorsque I = wy, le polyndme caractéristique admet une seule racine double A = —T'. Les deux fonctions

et te ",
forment dans ce cas une base du noyau de L. La solution du probléme de Cauchy est de la forme
x(t) = (a+bt)e ",
et les constantes a, b sont déterminées par les conditions initiales
x(0) = a = xq, x'(0) =b—al =vyp.

On obtient donc
x(t) = (xo + (vo + Txo)t)e .
Il est intéressant de noter qu’on retrouve cette formule en prenant, dans les expressions (3.25) ou (3.26)

la limite Q — 0, respectivement A — 0. <

Finalement, le probleme homogene Ly = h peut étre résolu a l'aide de la méthode de variation des
constantes (c.f. p. 111). Nous nous contenterons de Iillustrer par un exemple.

Exemple 3.16 Loscillateur harmonique amorti sous I'influence d’une force extérieure F obéit a ’ODE

d?x dx

m@(t) = —fx(t) — ya(t) + F(t). (3.27)

Avec la notation de 'exemple 3.14, cette équation s’écrit
Lx =F.

Dans le cas non critique, une base du noyau de L est donnée par les deux fonctions e*ot et e t. Nous
cherchons donc une solution particuliére du probléme inhomogene sous la forme

Xin(t) = a(t)eMt + b(t)eM?t, (3.28)
ou a(t) et b(t) sont des fonctions inconnues. En dérivant cet Ansatz,

Xn(t) = (a’(t)e™" +b/()eM") + (a(t)Aoe™" + b(t)A M),

in

on impose la premiere condition
a’(t)ett +b’(t)eMt =0, (3.29)
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pour obtenir
Xin(t) = a(t)Aoe™" + b(t)AeM". (3.30)

Une seconde dérivation donne
X!/ (t) = (a@’(t) + Aoa(t))Aoe 4 (b’ (t) + A b(t))AeMt. (3.31)

En insérant les expressions (3.28) (3.30) et (3.31) dans I’équation (3.27), et en tenant compte du fait que

eMot et et sont des solutions de ’équation homogene on obtient la seconde condition
F(t
a’(t)Aget + b/ (t)A Mt = 0} ).
m

Avec la condition (3.29), cette derniére équation forme le systeme

elot eMt a’(t) B 0
Aogelot  Ajetit b'(t) )~ \ Fit)/m J°

En inversant la matrice de ce systéeme on I’écrit sous la forme

< a’(t) > 1 ( Ae Pt e~ Aot ) ( 0 > 1 < —e MF(t)/m >
b/(t) ] T A=A \ —Age Mt e Mt Fit)/m |~ A — Ao e MYF(t)/m /-

Nous sommes maintenant en mesure d’intégrer pour obtenir les fonctions recherchées

1 v L Fw)
t) =— —Rou 2
a(t) 7\1—7\0J'oe - du,
: ‘ (w)
1 Flu
b(t) = “hu :
( ) A — Ao J'O ¢ m du
Nous avons ainsi obtenu une solution particuli¢re de I’équation inhomogene
1 t F(u)
in(t) = M) gholtowl] T gy, 3.32
Xin (t) T Jo e e el (3.32)
telle que
1 t F(u)
! = Ar(t—u) _ Ao(t—u) | 217
x;, (1) N Jo [7\16 Aoe } - du.

Notez qu’il n’y a pas de contribution a cette dérivée provenant de la borne supérieure d’intégration
car I'intégrand de (3.32) s’annule en u = t. On se convainc aisément que c’est la manifestation de la
condition (3.29). Notre solution particuliére satisfait donc les conditions initiales

Xin(0) = 0, x{ (0) = 0.

in

On obtient la solution du probleme de Cauchy inhomogene Lx = F, x(0) = x¢, x'(0) = vq en ajoutant
Xin 2 la solution du probléme homogene obtenue précédemment. Dans le cas sous-critique, on a donc

J’t —T(t—u) sin Q(t - u) F(u)
e
0 Q m

"o + Vo
Q

x(t)=e "t [xo cos Ot + sin Qt} + du,

alors que dans le cas sur-critique

FXO +Vvo

x(t)=e "t {xo ch At +

t J—
shAt} +J e M ShAL T W PO

0 A

Il est particulierement intéressant d’étudier la réponse de l'oscillateur en régime sous-critique avec un
forgage périodique

F(t) = Fp sin wt,
d’amplitude Fy et de fréquence w. ’évaluation de I'intégrale (3.32) est un simple exercice dont on peu

écrire le résultat sous la forme
X(t) = Xtrans (t) + Xoo(t)v (333)
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avec
Xtrans(t) = et xo—i—/-\oo(w)E cos Qt + M—i—Cm(w)w—Fo sin Qt|
m Q Om
F
Xeo(t) = -7£(Amuuymswt+sm4w)mnwﬂ,
ou
2w
Aoo - 5
W = FEraren @ w?)
(,UQ*Q2*F2
Boo(w) = ,
M+ (Q+w)?)(T?+ (Q—w)?)
Colw) — w?2—02% 47172

M4+ (Q+w)?)(T?2+ (Q—w)?2)’

Dans (3.33) nous avons séparé deux composantes du mouvement clairement identifiées. La premiere,
Xtrans (t), de fréquence Q (C’est la fréquence de loscillateur amorti non forcé) garde en mémoire la
position et la vitesse initiale. C’est un phénomene transitoire qui décroit exponentiellement. Lorsque
t — 00, seule survit la seconde composante, X (t), purement périodique, dont la fréquence est celle du
forgage. La figure suivante représente deux trajectoires typiques, avec les méme conditions initiales mais
des fréquences de forgage différentes. Dans la premiere [w — wg| > T alors que |w — wg| < T dans la
seconde (notez que I’abscisse est en nombre de périodes T = 271/Q) de l'oscillateur amorti non forcé).
Nous allons tenter de comprendre qualitativement ce qui distingue ces deux cas.

T T
|w-w,|>>T

x(t)

>
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 T

T T T
|oo—ooo|<<r

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 T

On peut écrire la composante périodique sous la forme

Xool(t) = _% (Ag(w) cos wt + By (w) sin wt) = —%0 D(w) cos(wt — ¢p(w)),

ou I'amplitude est donné par

1
VI (Q+ w)2) (2 +(Q—w)?)’

D(w) = /AZ (w) + B2 (w) =
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et le déphasage par

Boo(w) ) | = arcsin w? — W
\/Ago(w)—l-Bgo(w) N \/(wg—w2)2+4l"2w2 '

Dans le régime asymptotique la puissance moyenne dissipée par 'oscillateur est égale au travail de la
force F(t) par unité de temps calculé sur une période T = 27t/ w de cette force.

¢ (w) = arcsin (

T Jo ©
Comme
/ P2 . ~ i
XL (OF(®) = Y00 (w)wsin(wt — d(ew)) sin wt — 10-D(w)aw (cos b(w) — cos(2wt — (),
m 2m
on a donc - 2 rw?
_ o =2 o
P(w) = %D(w)w cos p(w) = M2+ (Q+w0?)(2+(Q—w?)

A partir de cette formule on vérifie facilement que la puissance dissipée est maximale lorsque w = wy,

_ _ _ R
Pmax - ri)lg)ép(w) - P((-UO) - 4mr
1 4
P(w)/PmaX
Py > W
wO

_1$

Il ressort clairement de la figure ci-dessus que lorsque |w — wy| < T le déphasage ¢(w) est petit. La
vitesse de l’oscillateur x/ (1) est alors en phase avec la force F(t). Cette derniére effectue un travail opti-
mal contre la force de friction, ce qui lui permet de maintenir une amplitude d’oscillation importante.
Par contre, lorsque [w — wg| > T, le déphasage est proche de £71/2. Dans ce cas la force s’oppose a la
vitesse pendant une grande partie de la période T. Son travail moyen sur une période est faible et par
conséquence I’amplitude des oscillations est petite. <
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3.2 Equations non linéaires

En général, on ne peut pas réduire la solution d’'une EDO non-linéaire

y ™) =l y(x),y (%), y Y (), (3.34)

a des quadratures, c’est-a-dire au calcul d’un nombre fini d’intégrales, et ceci méme pour des équations
du premier ordre. Il est nécessaire d’utiliser des méthodes d’approximations. En pratique, on doit le
plus souvent recourir  la résolution numérique de telles équations. En raison de ’une des plus impor-
tantes découvertes scientifiques du XX éme siecle, celle du "chaos déterministe” (c.f. paragraphe 3.2.5),
ce domaine reléve dans certains cas du grand art. Nous n’aborderons pas ce sujet dans ce cours (voir
[ J[FHIW] pour une introduction approfondie), nous nous contenterons d’explorer quelques cas
simples qui se résolvent par quadrature et de formuler quelques résultats généraux pour les équations du
premier ordre.

La premiére distinction entre EDO linéaires et non linéaires est assez évidente : le principe de super-
position ne s’applique pas a ces derniéres. Si y;(x) et y2(x) sont deux solutions de (3.34), leur somme
y1(x) + ya(x) n’en n’est généralement plus une. De méme, si ¢ € R est une constante, cy;(x) n’est
généralement plus une solution. Toutes les stratégies basées sur le principe de superposition et qui se
sont révélées tres utiles dans la section 3.1 ne fonctionnent plus dans le cas non linéaire.

Nous commengons par étudier une classe particulierement simple d’EDO non linéaires du premier
ordre pour mettre en évidence d’autres distinctions plus subtiles.

3.2.1 Equations séparables

Une EDO du premier ordre est séparable si elle peut s’écrire sous la forme

y'(x) = f(x)gly(x)). (3.35)

Si en plus f est constante, c’est-a-dire si

on dit que c’est une équation autonome. C’est un type d’équation tres courant. Le probléeme de Cauchy
correspondant avec condition initiale

y(xo) = Yo, (3.36)
se résout par quadrature de la maniére suivante. Soit ¢ la primitive de la fonction 1/g qui s’annule en
Yo, v g

v
bl =| <
Yo g(v)

Si y(x) est une solution du probléme de Cauchy et G(x) = ¢ (y(x)) — F(x) alors G(xo) = $(y(xo)) —
F(xo) = ¢(yo) =0 et

2560 = 0y ()~ F(x) = 0 — f(x) 0.
On en conclut que G(x) = 0 c’est-a-dire que
$(y(x)) = F(x). (3.37)

Si la fonction ¢ est inversible, on applique son inverse aux deux membres de 'identité précédente pour
obtenir

y(x) = ¢~ (F(x)).



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 129

Exemple 3.17 Le probléme de Cauchy
Y =glyx) =1+yx?*  yl)=a, (3.38)

est un cas particulierement simple d’équation séparable. Dans ce cas

uw d\) X
ou) = J —— = arctanu — arctan a, F(x) = J 1dx = x,
a 1+v2

et donc, en posant b = arctan a €] — 7/2, /2|,
arctany(x) = b + x, (3.39)

d’ot on déduit
y(x) = tan(b + x).

20

151

10

_10 -

_15 -
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On rencontre ici un phénoméne nouveau! Alors que les fonctions f(x) = 1 et g(y) = 1 + y? qui
apparaissent dans ’équation différentielle sont parfaitement régulicres (elle sont de classe C* sur R tout
entier), la solution y(x) de cette équation n’existe pas pour tous les x. Elle est singuliére en x = £7/2—D,
plus précisément

li =— li = o0.
o y(x) = —oo, XTJ/%iby(x) 00
Il est donc impossible d’étendre cette solution en dehors de I'intervalle I =] — t/2 — b, t/2 — b[. On

dira que I est un intervalle d’existence maximal pour la solution y(x) du probléme de Cauchy (3.38) et
que la fonction I  x +— tan(x + b) en est une solution maximale.

Si on recherche 'origine du probléme dans cet exemple, on remarque qu’il survient au moment d’inver-
ser la fonction arctan u. Cette derniére est strictement croissante, donc injective. Cependant elle n’est
pas surjective, plus précisément son image est 'intervalle ] — 7t/2, 71/2[. La validité de la relation (3.39)
cesse lorsque son membre de droite sort de cet intervalle!

Ce comportement est clairement di au fait que la fonction 1/g(y) est intégrable a 'infini

v g © g
lmued () = lim J —vzj e )
U—=0 Jq g(v) a g(v) 2
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et

w a a
limus wod(u) = lim J . J v *J D a2 .
u=—eoJq g(v)  ummea Jy g(v) —0 (V)
Comme ¢ est monotone croissante, il en résulte que —71/2 — b < d(u) < ©/2 — b pour tout u € R,
c’est-a-dire que I'image de ¢ n’est pas R tout entier. Il est instructif de comparer cette situation avec le
cas d’une équation linéaire y’(x) = f(x)(Ay(x) + B), dont nous savons, par le théoreme 3.3, que les
solutions existent globalement (c’est-a-dire sur tout intervalle I sur lequel la fonction f est continue).
Dans ce cas on a g(y) = Ay + B et I'intégrale de 1/g diverge logarithmiquement en +o0o et en —B/A.
Supposons par exemple que A > 0 et a > —B/A. Alors, pour u > —B/A, on a

q)(u)_r dv__ 1, AuiB
“J.AV+B A ®Aa+B’
et donc
lim ¢(u) = —oo, lim ¢(u) = +oo
uwl—B/A utoo

L’image de la fonction ¢ :] — B/A, co[— R est R tout entier, elle est donc bijective et son inverse est
définie partout

. e*(Aa+B)—B
¢t = TR ZE
Il en résulte que la solution du probléme de Cauchy avec condition initiale y(0) = a,

y(x) = ¢~ H(F(x)),

existe sur tout intervalle I 5 0 sur lequel la fonction f est continue, et donc la fonction

est bien définie.

<

Nous retiendrons donc une premiere lecon : méme si la fonction f(x,y) est tres réguliére, une solution
de PEDO non linéaire y’(x) = f(x,y(x)) n’existe pas nécessairement pour tous les x. Le mieux qu’on
puisse attendre est I’existence d’une solution locale, dans un voisinage du point initial x.

Exemple 3.18 Considérons le probléme de Cauchy

y'(x) =+vlyx),  y(0)=o0.

Si y(x) est une solution de ce probléme, alors y’(x) > 0 et donc y(x) est non-décroissante. Comme
y(0) = 0, on déduit que y(x) > 0 et par conséquence que |y(x)| = y(x). Dans ce cas on a donc

olw) = J: % —ovh, Pl =x,

et la relation
2v/y(x) = x,

se résout pour obtenir une solution du probléeme de Cauchy

On remarque cependant que la fonction constante y(x) = 0 est également une solution de ce probléme!
Plus encore : pour tous a < 0 < b, la fonction

—(x—a)?
4
y(x) = 0 pour x € [a, b],

pour x €] — o0, al,

(x —b)?

1 pour x €]b, oo,
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est partout différentiable et sa dérivée est

a—x
pour x €] — oo, all,
y'(x) = 0 pour x € [a, b], =yl
X; pour x €]b, oo,

Toutes ces fonctions sont donc des solutions de notre probléme. La figure ci-dessous en montre trois.

20

15F .
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-30 I I I I I I I I I
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<

Nous avons re¢u notre deuxieme legon : I'unicité de la solution du probleme de Cauchy pour une EDO
non linéaire y'(x) = f(y(x),x) n’est pas assurée, méme si la fonction f est continue. Nous sommes
donc amené a formuler le théoréme suivant.

Théoréme 3.5 Soit f une fonction continue sur I'intervalle I =la, bl et g une fonctions continue sur l'in-
tervalle ] =]c, dl.

1. Pour tout (xo,Yo) € 1 x | il existe un intervalle onvert O C 1 contenant xq et une solutiony : O — |
du probléme de Cauchy

y'(x) =f(x)g(y(x)),  ylxo) =yo.
2. Si g est de classe C' sur ], cette solution est unique

Démonstration. Nous démontrerons "unicité de la solution dans le paragraphe 3.2.2. Nous pouvons
démontrer ’existence en analysant soigneusement la construction de la solution que nous avons décrite

au début de ce paragraphe.

Considérons tout d’abord le cas particulier ou la condition initiale yq est telle que g(yo)=0. Il est alors
clair que la fonction constante, y(x) = yo pour tout x € I est une solution du probleme de Cauchy. On
dit dans ce cas que Yy est un point fixe de 'EDO y’(x) = f(x)g(y(x)).
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Nous pouvons donc supposer que g(yo) # 0. Comme g est continue, il existe un intervalle ouvert
U C J contenant yg et tel que g(y) # 0 pour tout y € U. Par conséquence la fonction

odv
d(u) = LO W,

est de classe C! sur U, ot sa dérivée ¢’(u) = 1/g(u) a un signe constant. On en déduit que phi est
strictement monotone et donc injective sur U. Il en résulte que la fonction réciproque ¢! existe et est
de classe C! sur 'image V = ¢(U), un intervalle ouvert contenant 0 = ¢(yo). Sa dérivée est donnée

par
1

P w9

d
ad’ I(W) =

La fonction f étant continue sur I, sa primitive

y est de classe C'. Comme F(xg) = 0, 'image réciproque F~!(V) de Iintervalle ouvert V contenant
0 est un ouvert contenant xq. En particulier il existe un intervalle ouvert O =|xo — €, %o + €[ tel que
F(O) C V. On en conclut que la fonction

est de classe C! sur O et que

pour tout x € O. O

Remarque 3.6 D’un point de vue pratique, on peut résumer la méthode de résolution du probléme de
Cauchy (3.35) (3.36) en écrivant

W _ fy)gl),

dx
sous la forme 4
Y
Y (X)dX7
fly) 7
puis en intégrant cette relation
y(x) dy x
J — :J g(x)dx.
Yo f(y) X0

Exemple 3.19 Si on admet que chaque individu d’une colonie de bactéries scissipares se reproduit par
division cellulaire une fois toutes les T secondes, la population n(t) de cette colonie satisfait n(t 4+ t) =
2n(t). En écrivant cette relation sous la forme

n(t+1)—n(t) n(t)

3

T T

on est amené a la remplacer, pour des temps t > T, par PEDO linéaire

dn n(t)

) =2

dt ® T
Si ng désigne la population au temps t = 0, la solution du probléeme de Cauchy correspondant donne
la population au temps t,

n(t) = e/ ny.

Cette loi de croissance a été obtenue en négligeant un premier facteur important : le fait qu'une bactérie
n’est pas éternelle. En supposant que son temps de vie moyen est de T secondes, on enregistrera en
moyenne n(t)/t déceés par seconde dans la colonie. ’équation gouvernant sa croissance devient alors

gy (i - Tﬂ) n(t) = Rn(t),
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ol nous avons introduit le taux de croissance R. Comme habituellement T >> 7, on peut supposer que
R > 0. La prise en compte du temps de vie fini d’un individu ne change donc pas la nature de I’évolution
de la colonie, mais modifie simplement son taux de croissance.

Pour obtenir un modele plus réaliste, nous devons considérer un second facteur déterminant : la capacité
d’une bactérie a se reproduire dépend de la disponibilité des ressources nécessaires a la construction son
matériel cellulaire. Il est clair que plus la population est grande, plus faibles sont les ressources moyennes
accessibles a chaque individu. Le temps de reproduction T est donc une fonction croissante du nombre
d’individus. Autrement dit 1/T décroit avec n. En premiére approximation on peut donc postuler que

1 1
= — —kn,
T To
ou To, k sont des constantes positives. En posant
1 1
RO = T
T af
on arrive ainsi a '"EDO q
n
(M= Ro—kn(t)n(t) = g(n(t)), (3:40)

La fonction g(n) = (Ryp — kn)n a deux zéros, n = 0 et N = Nyax = Ro/K. L'équation (3.40) a donc
deux point fixes. Pour ng €]0, Nyax(, on a

u dv 1 ™ /1 1 1 U Npax — No
= — == ) dv=—log [ — =0, 3.41
ou) LO (Ro —kv)v R Lo (v * Mmax —V> v Ro o8 (no Mmax — U ) C-41)

On peut donc écrire la relation ¢(n(t)) = t sous la forme

eRot _ n(t) Npax — Mo
o Mmax — Tl(t)

)

qui se résout facilement pour obtenir

_ NoMNmax
n(t) = 1
Mo + (Nmax — e R0
On remarque en particulier que
lim n(t) = Npax, lim n(t) =0,
t—oo t——oc0

et qu’on a donc une solution globale définie sur R tout entier. Dans le contexte de la dynamique de
population qui nous a mené & ’EDO (3.40), les conditions initiales n(0) = ng < 0 ou n(0) = ng >
Mmax n'ont pas de sens (T < 0 dans ce dernier cas!). Néanmoins ’examen de ces cas est intéressant du
point de vue mathématique. Si ng < 0, on trouve que pour tout u < 0,

b dv
o= w o

est toujours donné par I’expression (3.41). On peut écrire la solution sous la forme

—1
nt) = —Max Kl - Tlmax) e Rot 1] ,

ol

et on remarque que

. 1 nmax
1 ) =— tonax = —— log [ 1
im0 =0, =g (1452 ).
alors que
lim n(t) =0.

t——o0

La solution n’existe pas globalement dans ce cas et son intervalle d’existence maximal est donné par
| — 00, tmax[. Pour Ny > Nypax, on trouve de maniére analogue que

lim n(t) = nyax,
t—o0
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alors que

. 1 nmax
1 t) = tmin = =1 1—— .
ti{(lilin Tl( ) +00, min Ro 0og ( no

On a donc un intervalle maximal Jt,i,, 0o[. Les trois types de solutions de 'EDO (3.40) sont représenté
sur la figure suivante.

min

max

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

On peut faire deux observations importantes sur cette figure.

1. Les points fixes 0 et Nyax séparent les différents types de solutions. C’est un principe général
pour les EDO autonomes y’(x) = g(y(x)). Lorsqu’on étudie une telle équation, on commence
toujours par chercher ses points fixes, c’est-a-dire les zéros de la fonction g(y).

2. La nature des deux point fixes 0 et Ny, est différente. Toutes les solutions pour des conditions

initiales g proches de Nyax convergent vers Nyax lorsque t — 0o. On dit d’un tel point fixe qu’il
est stable. On remarque au contraire que toutes les solutions avec des conditions initiales ng # 0
mais proches de 0 s’écartent de ce point fixe. On dit qu’il est instable. On note aussi que cette
situation est inversée lorsque t — —oo.
On peut comprendre ce comportement en remarquant que les points fixes 0 et Nyax sont des
zéros simples de la fonction g, c’est-a-dire que g change de signe en ces points (voir la figure
suivante). Sur I'intervalle ] — oo, 0[ la fonction g est négative. Si n(t) est une solution de 'TEDO
n’/(t) = g(n(t)) avec condition initiale n(0) < 0, alors n/(0) = g(n(0)) < 0. La fonction n(t)
est donc décroissante en t = 0, ce qui implique que n(t) < n(0) < 0 pour des petits t > 0.
La solution s’¢loigne du point fixe 0 en restant dans 'intervalle ] — co,0[. On en déduit que
n’/(t) < 0 pour tout les t > 0 pour lesquels la solution existe. De 1’autre c6té du point fixe 0,
sur I'intervalle ]0, nyax [, la fonction g est positive. Les solutions avec condition initiale n(0) > 0
sont donc croissantes en t = 0 et on a n(t) > n(0) > 0. Lci aussi la solution s’éloigne du point
fixe. La situation est similaire prés du point fixe Nuyax, mais cette fois les solutions sont croissantes
a gauche du point fixe et décroissantes a droite. Elles s’approchent donc du point fixe.



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 135

max

Nous pouvons déduire de cette discussion un principe général :

Théoréme 3.7 Un point fixe yo de PEDO antonome y'(x) = g(y(x)) qui est un zéro simple de g est
instable si g est négative a droite de yo et positive a gauche, c’est-a-dire si g'(yo) > 0. Il est stable si an
contraire g'(yo) < 0.

3.2.2 Deux théorémes généraux

Dans ce paragraphe nous énongons deux résultats plus généraux que le théoréme 3.5. Le premier, que
nous ne démontrerons pas, assure |’existence d’une solution maximale du probleme de Cauchy pour
une EDO non linéaire du premier ordre sous une simple hypothese de continuité (voir le chapitre
2 de [H] pour une démonstration. Un résultat similaire existe pour des équations d’ordre supérieur).
Le second montre que sous une condition de régularité supplémentaire, cette solution est unique. Sa
démonstration est tres simple et se base sur une inégalité différentielle que nous analyserons en détail.

Théoréme 3.8 Soit f une fonction continue sur le rectangle ouvert R =la, b[x]c, d[os —co < a < b < 00
et —00 < ¢ < d < 00. Pour tout (xo,Yo) € R il existe une solution y(x) du probléme de Canchy

y'(x) =flx,y(x)),  ylxo) =yo, (3.42)

définie sur un intervalle | =la’,b’[Cla, b tel que (x,y(x)) sapproche du bord de R lorsque x s’approche
d’un bord de ], c’est-a-dire :

1. Soit a’ = a, soit limy | o/ y(x) = ¢, soit limy | 4/ y(x) = d.

2. Soit b’ =1, soit limy4p/ Yy(x) = ¢, soit limyqpr y(x) = d.

Comme nous I’avons appris dans ’exemple 3.18, ’hypothese de continuité du théoreme précédent ne
suffit pas pour assurer ["unicité de la solution y(x).



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

136

Théoréme 3.9 Si, en plus des hypothéses du théoréme 3.8, la fonction f admet une dérivée partielle par
rapport a y continue sur le rectangle R, alors la solution maximale du probléme de Cauchy (3.42) est unique.

Remarque 3.10 L'unicité de la solution d’une équation séparable formulée dans le théoréme 3.5 est une

conséquence de ce résultat.

Pour démontrer le théoréme 3.9 nous utiliserons le résultat suivant qui est a un intérét intrinséque.

Théoréme 3.11 (Lemme de Gronwall) Si la fonction f(x) de classe C! sur intervalle 1a, b| et continue sur

Pintervalle [a, b] satisfair ’inégalité différentielle
I[f" (%) < MIf(x)],
pour tout x €la, bl, alors elle satisfait inégaliré
001 < [f(a)le™ e,

pour tout x € [a, b].

Démonstration. Pour xg €]a, b[ fixé, on a

f(x) = f(xg) + JX f'(u)du,

X0

pour tout x €]a, b[. Pour x € [xo, b[ on en tire

X

1601 < 1F(xo0)] +J I (wldu,

X0

et 'inégalité (3.43) nous donne

I£(x)] < [f(x0)| + MJ (1) du,

X0

En introduisant la fonction N

9. (x) = [f(xo0)] + Mj [F(w)ldu + ¢,

X0

on peut donc écrire
IF)] < ge (x),

pour tout ¢ > 0. On en déduit que
9¢(x) = MIf(x)] < Mge (x).

Comme g¢(x) > € > 0, on peut écrire cette derni¢re inégalité comme

ge(x) _ d
=—1 <M.
gs (X) dX Og gE (X)

On obtient ainsi

X X

d
loggs(x)—loggem)zj —loggs(u)dusj Mdu = M(x — o).

X0 du X0

En prenant ’exponentielle des deux cotés de cette inégalité on arrive a
ge(x) < gelx0)eMP0) = (If(xo)| + £)eM¥x0),
et 'inégalité (3.44) nous permet d’écrire

£(x)| < (If(x0)| + €)eMBx—x0),

(3.43)

(3.44)
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Comme cette inégalité est vraie pour tout € > 0, on peut y prendre la limite € | 0 pour obtenir
[F()] < IF(x)[e™ 70,

pour tout x € [xq, b[. Les deux membres de cette inégalité étant continus en Xxg, on peut y prendre la
limite xo | a. Le méme argument de continuité montre que cette inégalité reste vérificeenx =b. O
g q &

Preuve du théoréme 3.9. Soient y;(x) et ya(x) deux solutions maximales du probleme de Cauchy
(3.42) définies sur des intervalles ouverts J; et Jo. Comme xg € ] = J1 N Ja, | est un intervalle ouvert
non-vide. Comme yi(xo) = ya(xo), 'ensemble K = {x € J|y1(x) = ya(x)} n’est pas vide et donc
k1 = infK € [a,x0], k2 = supK € [xg,b] et y;(x) = ya(x) pour tout x €]ky, k. Si (x,y1(x))
s’approche du bord de R lorsque x s’approche de k7 et de ko, alors J1 = Jo = K et les solutions y; et ys
sont identiques. Supposons donc que (x,Yy1(x)) ne s’approche pas du bord de R lorsque x 1 k2 (le cas
x | Ky se traite de fagon similaire). Il existe alors un rectangle fermé R’ = [ka — €, ko + €] x [, B] C R
tel que les solutions y; et ys soient définies sur U = [k — €, Ko + €] et y1(x),y2(x) € e, B] pour tout
x € W. De plus y1(k2) = limyty, Y1(x) = limyry, Y2(x) = ya(ke) alors que pour tout € > 0 est assez
petit Y1 (Ka + €) # Ya(Ke + €) (voir la figure suivante).

R y,(%)

N B ALY
(K,Y, (K,))

On en déduit qu’il existe un intervalle ouvert V =Jka, k2 + ¢[C U tel que yi1(x) # ya(x) pour tout
x € V. Posons z(x) = ya(x) —y1(x). Pour tout x € Vona

2’ (x) = y5(x) —yi(x) = f(x,y2(x)) — f(x,y1(x)),
et le théoréme des accroissements finis nous permet d’écrire

2(x) = %(x,e(xnz(x), 2(ke) = 0,

ou 0(x) est dans I’intervalle entre y; (x) et yo(x). Comme y1 (x) et y2(x) sont tous deux dans I’intervalle
[, Bl ona
2’ (x)] < M [z(x)],

pour tout x € V, ou

M’ =

max |=—(Xx < o0
e ay( JJ)‘ ;
puisque la dérivée partielle de f est continue. Le théoréme 3.11 nous améne donc a la contradiction

l2(x)] < lz(ks)| M O72) =,

pour tout x € V. O



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 138

3.2.3 Analyse qualitative

Bien qu’en général il ne soit pas possible d’exprimer la solution y(x) du probléeme de Cauchy non
linéaire

y'(x) =flxy(x),  ylxo) =yo, (3:45)
a l’aide de fonctions élémentaires, de fonctions spéciales ou d’intégrales, il est souvent possible d’obtenir
des informations qualitatives sur cette solution.

Nous avons remarqué, lors de notre discussion de I’exemple 3.19, qu'une connaissance des points fixes
d’une EDO autonome permettait de comprendre qualitativement le comportement global des solutions
de cette équation. Cette technique ne s’applique pas aux EDO non-autonomes puisque dans ce cas
’équation f(x,y) = 0 définit implicitement une fonction y = &(x) dont la dérivée est donnée par le
théoréme de la fonction implicite 1.48

% EX)
Fy (%, &))"

Comme en général fy(x, &(x)) # 0, la fonction &(x) ne satisfait pas 'EDO &'(x) = f(x, &(x)) = 0.

g(x) =

Si une EDO non autonome n’a généralement pas de point fixe, elle peut néanmoins admettre des
points ou plus généralement des ensembles absorbants vers lesquels ses solutions sont attirées ou qui, au
contraire, les repoussent. Nous allons illustrer a I’aide d’un exemple comment utiliser de telles informa-
tions pour comprendre de fagon qualitative le comportement des solutions.

Exemple 3.20 La fonction f(x,y) = x — y? est continue dans R? tout entier, de méme que sa dérivée
partielle

ai (Xa y) = _3y .
Pour tout (xg,Yyo) € R?, le probléme de Cauchy

y'(x)=x—yx)?*  ylxo) =yo,

admet donc une unique solution maximale, c’est-3-dire que par chaque point (x,yo) € R? passe le
graphe d’une et d’une seule solution de PEDO y’(x) = x —y(x)?. A priori, cette solution peut étre de
’'un des quatre types suivants :

(i) définie sur R tout entier (sans asymptote verticale);

(i) définie sur un intervalle Ja, ool avec limy | q y(x) = £oo (une asymptote verticale a gauche);
(iii) définie sur un intervalle ] — 0o, b[ avec limyqp Y(x) = £oo (une asymptote verticale a droite) ;
(iv) définie sur un intervalle Ja, b[ avec limy | q y(x) = £oo et limysp Yy(x) = +oo (deux asymptotes

verticales, a gauche et a droite).

Afin de ne pas alourdir inutilement notre discussion, nous utiliserons le terme "solution" pour désigner
soit une fonction ] > x + y(x), solution maximale de 'EDO y’(x) = x — y(x)?, soit le graphe
{(x,y(x)) € R?|x € J} de cette solution, soit la courbe plane ] 5 x — (x,y(x)). Lorsque nous dirons
que la solution y passe par le point (xg, Yo) il faudra donc comprendre que ce point est sur le graphe de
la solution y, c’est-a-dire que x¢ € J et yo = y(xo), soit encore que la courbe x + (x,y(x)) passe par le
point (xo, o).
Remarquons tout d’abord qu’une solution est automatiquement de classe C*®. En effet elle est diffé-
rentiable (par définition d’une solution d’une EDO) et par conséquence continue. Comme y'(x) =
x —y(x)?, on en déduit que y’(x) est différentiable et que

y'(x) = aixf(x,y(x)) =1-3y(x)%y’'(x) =1 —3y(x)*(x —y(x)3) = g(x,y(x)). (3.46)

On peut clairement répéter cet argument et montrer que toutes les dérivées de y peuvent s’exprimer
comme des polynémes dans les deux variables x et y(x).

Notons ensuite que le plan R? est divisé en deux régions par la courbe ¥, d’équation x = y3, lieu des
zéros de la fonction f(x,y). Nous appellerons P la portion du plan se situant au dessus de cette courbe,
ou la fonction f est négative,

Vo ={(xy)lflx,y) =0}, Py ={(xy)lflx,y) <0}
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Une deuxi¢me courbe importante est le lieu des zéros de la fonction g(x,y). Son équation, qu'on peut
déduire de (3.46), est
3 1
XxX=y’ + 392 .
Elle est formée de deux nappes W_ et @, séparées par I’asymptote horizontale y = 0 et située toutes
deux en dessous de la courbe W, puisque

1
3 3
+ >
y 342 Yy,

(voir la figure ci-dessous). Nous appelons P_ la région située en dessous de W_, F celle limitée par @ et
T celle délimitée par les trois courbes @_, @ et V¥,

Yo ={(x,y)lglx,y) =0,y <0}, P_ ={(x,y)lg(x,y) <0,y <0},

O ={(x,y)lg(x,y) =0,y >0}, F={(x,y)lg(x,y) <0,y >0},
T={(x,y)[f(x,y) >0,9(x,y) > 0}

On remarque en particulier que g(x,y) > 0 dans P, et sur sa frontiere ¥, .

2

15

0.5F

_0_5 -

_15 -

Soit y une solution passant par le point (xg,yo) € P+ (voir la figure ci-dessus). Sa tangente en ce point
a une pente négative car f(xo,Yo) < 0 dans P... La partie de la courbe y contenue dans P est convexe
car dans cette région g(x,y) > 0. La courbe y doit donc se situer en dessus de cette tangente dans la
région P,.. On déduit deux choses : premiérement que y(x) — oo lorsque x diminue, deuxiémement
que y doit sortir de la région P et par conséquence couper la courbe W en un point (x1,y(x1)) pour
pénétrer dans la région T. En ce point y’(x1) = f(x1,y(x1)) = 0ety”(x1) = g(x1,y(x1)) > 0, x; donc
un minimum local de la fonction y. Pour préciser notre premiére conclusion, supposons que la solution
y n’admette pas d’asymptote verticale a gauche, c’est-a-dire que y(x) soit défini pour tout x < xo. On
en déduit que si a < x est assez négatif,

y(x) > 0ety’(x) =x —y(x)° < —y(x)?,
pour tout x < a. On peut écrire cette inégalité comme
d 1 !
_ oY (x) o1,

dxy(x)2 — Ty(x)?
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et 'intégrer pour obtenir

L1 *Jai ! du>Jadu*a—x
y(a)?  yx)?  Jx duy(u)? x 7
pour tout x < a. On arrive ainsi &
2
a
y(x) > y(a)

1—(a—=xJy(a)*’

dont on déduit que y(x) — oo lorsque x — a —y(a)™® < a < xo, une contradiction avec notre
hypothese selon laquelle y(x) est défini pour tout x < a. Nous avons ainsi démontré que toutes les
solutions maximales passant par un point de P ont une asymptote verticale a gauche et coupent la
courbe V., .

En suivant un raisonnement analogue, on montre que toutes les solutions passant par un point de P_
ont une asymptote verticale a gauche et traversent la courbe W_ pour pénétrer la région T. (voir la figure
ci-dessous).

15 b

0.5 b

-0.5F

-1.5F

Nous allons maintenant montrer que les courbes W, et @ sont semi-perméables. Une solution ne peut
traverser W, que du haut vers le bas, c’est-a-dire qu’elle peut quitter la région P a travers cette courbe,
mais ne peut pas y pénétrer. De méme une solution ne peut traverser ¥_ que du bas vers le haut, elle
peut donc sortir de la région P_ a travers cette courbe, mais ne peut pas y entrer. Finalement, une
solution peut entrer dans la région F a travers la courbe @, mais ne peut pas en sortir. On peut résumer
cette situation en disant que les régions P sont répulsives alors que la région F est attractive.

Toutes ces propriétés peuvent se comprendre de la maniére suivante. Soit F(x,y) une fonction de classe
Clet T = {(x,y)|F(x,y) = c} une courbe de niveau de F. Cette courbe est la fronti¢re de la région
Q ={(x,y) |F(x,y) < c}. Supposons qu’une solution y pénétre Q a travers I', c’est-a-dire qu’il existe
(x0,Yo) = (x0,Y(x0)) € T et € > 0 tels que F(x,y(x)) > ¢ pour x €]xg — &, xo[ et F(x,y(x)) < ¢ pour
x €lx0, X0 + €[. On en déduit que la fonction x — F(x,y(x)) est décroissante en x( et donc

diXF(x,y(x)) < 0.

X=X1
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Comme

d%F(X,y(X)) = Fx(x,y(x)) + Fy (x, y(x))y’ (x) = Fx (x,y(x)) + Fy (x, y(x)) f(x, y (x)),

une solution ne peut pénétrer Q en un point (xg,Yo) € I' que si

Fx(x0,Yo) + Fy(x0,Yo)f(x0,Yo) < 0.

De maniere totalement analogue, on conclut qu’une solution ne peut sortir de Q par (xo,yo) € I' que
si

Fx(x0,Yo) + Fy(x0,Yo)f(x0,yo) > 0.

Appliquons ce principe a la fonction f(x,y) dont la courbe de niveau {(x,y) [ f(x,y) = 0} est précisé-
ment Y. Une solution ne peut pénétrer la région P = {(x,y) | f(x,y) < 0} en un point (x,y) € ¥4
que si la condition

fx(x,y) + fy(x, y)f(x,y) <0,

y-est satisfaite. Comme fy (x,y) + fy (x,y)f(x,y) = g(x,y) et comme nous avons déja remarqué que g
est positive sur W, ceci est impossible.

Appliquons le méme principe a la fonction g(x,y). Sa courbe de niveau {(x,y) | g(x,y) = 0} est formée
des deux nappes W_ et ® et P_ U F est la région {(x,y) | g(x,y) < 0}. Une solution ne peut pénétrer
cette région en (x,y) € ¥ U @ que si

gX(X’7y) + 91_4 (X7g)f(xay) < 07

c’est-a-dire
2 4 3 3, L
-3y~ + (—6xy + 15y*)(x —y°) < Oavec x =y~ + Ve
Apres quelques manipulations élémentaires, cette condition s’écrit

2 <0
3ys
Elle n’est vérifiée que siy > 0. On en conclut qu’une solution ne peut pénétrer la région P_ UF que sur
la nappe ® oty > 0, c’est-a-dire en passant de T a F. Réciproquement elle ne peut quitter cette région
que sur la nappe Y_ ou y < 0, donc en sortant de P_ pour pénétrer T.

Toutes les solutions passant par un point de P_ U P, ont donc une asymptote verticale a gauche et
pénétrent dans la région T. D’autre part il est aisé de montrer que toute solution passant par un point
de T doit forcément sortir de cette région pour entrer dans F. Supposons en effet que la solution y
passant par un point de T ne péneétre jamais F (voir la figure suivante). Comme elle ne peut entrer dans
P_ elle reste dans T ou g est positive. Son graphe est donc convexe et situé au dessus de sa tangente. On
en déduit immédiatement qu’il doit pénétrer la région P, ce qui est impossible.
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-0.5F

Comme aucune solution ne peut suivre une des trois courbes W_, W, | @, toutes les solutions doivent
passer par un point de ’ensemble P_ U P, U T U F. Nous pouvons en conclure que toutes les solutions
pénétre "I’ensemble final" F en passant par "’ensemble transitoire" T.

Le comportement asymptotique, lorsque x — +00, de toutes les solutions est donc déterminé par le
comportement des solutions passant par un point de F. On note en particulier qu’aucune solution n’a
d’asymptote a droite. Il est un peu plus difficile de montrer que ces solutions s’approchent de la branche
supérieure de la courbe ¥, plus précisément que

y(x) =x"3(1-0(x)),
ou la fonction 0(x) tend vers zéro lorsque x — oo,
0<08(x) <Cx 3 (3.47)

Une démonstration de cette estimation est faites dans I’appendice de ce paragraphe.

Le comportement asymptotique d’une solution lorsque x — —co dépend de la région par laquelle elle
4 \ 7\ M 4 . M / \
pénetre dans T. Nous avons déja discuté deux cas possibles : si y pénctre dans T en provenance de P
elle a une asymptote verticale
lim y(x) = +o0,

xXyx_

alors que si elle arrive de P_ elle a une asymptote verticale

lim y(x) = —o0.

xXdx_
La seule possibilité restante est celle d’une solution qui ne sortirait jamais de T lorsque x — —o0. Une
telle solution reste donc "coincée" entre les courbes W_ et W, dans cette limite. On peut montrer qu’il
existe une et une seule solution y¢(x) de ce type. Comme deux solutions ne peuvent jamais se couper
(en raison de I’unicité de la solution du probléme de Cauchy!), y. sépare les solutions en provenance de
P, de celles sortant de P_ : si y; passe par un point de P_ et ys par un point de P, alors, pour tout x
dans Iintervalle d’existence commun de ces trois solutions

Y1(x) <yelx) <ya(x).

La figure suivante, obtenue par intégration numérique, confirme bien notre discussion qualitative.
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Preuve de I’estimation (3.47). Pour déterminer le comportement lorsque x — oo des solutions dans F,
on note qu’elles satisfont toutes I'inégalité 0 < y(x) < x/2. On peut donc écrire

y(x) = (1 —00x))x!"?,

ou la fonction 8(x) satisfait 'inégalité 0 < 0(x) < 1. En dérivant cette identité on obtient une équation
différentielle pour la fonction 6,

0'(x) = 31— 00) - — (1 (100}
En écrivant

1—(1—0(x))=0(x)(3—30(x)+0(x)?),
et en remarquant que
3—304+02>1,
pour 0 €]0, 1[, on arrive a I'inégalité différentielle

0/ (x) < —x?/30(x) + i
3x

Cette derniere peut s’écrire sous la forme

d ed(x)
—9 d(x)
dx (x)e 3x

ot la fonction ¢ est une primitive de x%/3,

d(x) = gx5/3.

En intégrant cette inégalité on obtient

X ed(w)

G(X)e‘b(x) _ Q(Xo)ed’(x(’) < J

du,
xo U
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ot encore (¢ (x)=d(u))

x — x)—p(u

_ _ e
0(x) < O(xp)e (P)=Plxol) 4} = qu.

xo 3u

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité décroit rapidement, plus vite que toutes les
p & p p q

puissances négative de x, lorsque x — co. Pour estimer le second terme nous séparons I'intégrale en
deux parties

x o= (d(x)—db(u)

du+J

x o= (d(x)—d(w)) a o= (d(x)—b(u)
I T du,

X0 3u 3u a 3u

X0

ou a est une variable que nous ajusterons plus tard. La fonction ¢ étant monotone croissante, on peut
estimer la premiere intégrale par

112 e~ (@(x)—d(u)) 1 ¢ du 1
,J e T < ,ef(d»(x)fd»(anj du 1 .
3 u xo W 3 X0

w

X0
alors que la seconde est bornée par
1 X e~ ()= (u)) 1
e
3Ja u 3

Nous avons ainsi obtenu I’estimation

1 1
0(x) < e~ (®lx—dla)) G(XO)—&—flogg —&—flogi.
3 X0 3 a

En choisissant a = x(1 —x~%) et en supposant que x > 1 on a
3 . s
() — dla) = 2x7* (1= (1—x"%)?) |
et comme (1 —x~%)%/3 <1 —x"%pourx > 1,

ox) — bla) > gxm*“.

D’autre part

a X X
log — = log — + log(1 —x~ %) < log —,
og - =log -~ +log(1—x"%) < log -

alors que

1 1 —x
[t

X
1 (f) — log(1 —x
e\ og(1—x"%) leyea W l—x"% )« 1 —x—«x

pour x > 2. On a donc
1 C
0(x) < exp (—§x5/3_°‘> (G(XO) +3 log ;) + XX

Pour tout 0 < & < 5/3, le premier terme du membre de droite de cette inégalité décroit plus vite que
toutes les puissances négatives de x. On en conclut que pour tout ¢ > 0 il existe une constante C. telle
que

B(x) < CLx5/3F¢,

3.2.4 Intégrales premieres

Dans certains cas il est possible de réduire la solution d’une EDO du premier ordre a la résolution d’une
équation non linéaire. Supposons en effet que la fonction F(x,y), de classe C!, soit constante sur toutes
les solutions de I’équation différentielle

y'(x) = f(x,y(x)), (3.48)
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c’est-a-dire que pour toute solution y(x) de cette équation et pour tout xg, x dans le domaine d’exis-
tence de cette solution F(x,y(x)) = F(xo,y(xo)). On dit dans ce cas que F est une intégrale premiére
de I’équation (3.48). La solution du probléme de Cauchy pour cette équation avec condition initiale
y(xo) = Yo peut étre obtenue en résolvant ’équation

F(X7g(x)) = F(X07y0)7
pour y(x).

Exemple 3.21 L’équation

X
¥00 = e y(0) = 29 ey 6.49)
admet I'intégrale premiére
F(x,y) =x+ L
Y = X2y .

En effet, s1 y(x) est une solution de (3.49), alors

iF(X,H(X)) =Fe(x,y(x) + Fy (x, y(x))y' (%) = Fx(x, y(x)) + Fy (, y () f(x, y(x)). - (3.50)

dx
Comme 5
FX(Xay) =1- @7
et ) 5
_ Yy 2 2\ _
Fy(xay)f(xvy)_ixng (*2;+XU ) _@717
on a bien

d
&F(X,y(x)) =0.

Pour toute solution y(x) de (3.49) il existe donc une constante c telle que

Fixy(x)) = c.
On en déduite que
1
y(x) = rTp—_

Pour résoudre le probléeme de Cauchy avec condition initiale y(xo) = yo il suffit de déterminer la
constante ¢ a I’aide de I’équation

1
0= 35—
Y x3(c —xo)

yoo = (22)°

x/ 1—x3yo(x —x0)’

ce qui donne

Quelques-unes de ces solutions sont représentées sur la figure suivante.
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On note que dans le premier et le troisieme quadrant les solutions ont deux asymptotes verticales
alors que dans le second et le quatriéme quadrant elles on une asymptote verticale et une asymptote
horizontale.

Il est important de remarquer aussi que I'intégrale premiére F(x,y) est singuliere en y = 0. Elle ne
permet donc pas d’obtenir la solution pourtant évidente y(x) = 0 de I’équation différentielle (3.49). <

3.2.4.1 EDO exacte

En comparant PEDO
Alx,y(x)) +Blx, y(x))y'(x) =0, (3:51)

a I'identité (3.50), on réalise que si il existe une fonction F(x, y) telle que

Alx,y) =Fx(x,y), B(x,y) =Fyx,y), (3.52)

cette fonction est une intégrale premiére de (3.51). On dit alors que cette derniére est une EDO exacte.
Le théoreme de Clairaut 1.32 nous donne une condition nécessaire sur A(x,y) et B(x,y) pour qu'une
telle fonction F(x,y) existe. En effet, si A(x,y) et B(x,y) sont de classe C! et si (3.52) est vérifiée, alors
F(x,y) es de classe C2 et

Ay(xay) = ny(xvy) = Fyx(xvy) = Bx(x,y).

Réciproquement, si A(x,y) et B(x,y) sont de classe C* dans le rectangle R =]a, b[x]c, d[ et y satisfont
Ay(x,y) = By(x,y), il existe une fonction F(x,y) de classe C? dans R satisfaisant (3.52). On peut
construire cette fonction de la maniére suivante. On commence par résoudre I’équation Fy, = A en

posant
X

Fx,y) = J Alw,y)du+g(y),
X0
ou xg €]a, blet g est une fonction que nous devons déterminer en résolvant I’équation F, = B, c’est-a-
dire
a X X
g'ly) =Blxy) — 5= | Alwyldu=Blxy) - [ A,fwy)du.
ay X0 X0
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En remarquant que, contrairement aux apparences, le membre de droite de cette relation ne dépend pas

de x
X

2 (B(x,y) —LO Ay(u,y)du) — By(x,y) — Ay (xy) =0,

on peut donc écrire

ou Yo €lc, dl, et par conséquence

X

F(x,y) :J

X0

Y Y
A(u,y)dquJ B(x,v)dvfj {
Yo Yo

Remarque 3.12 Une équation séparable

est exacte lorsqu’on I’écrit sous la forme

On vérifie immédiatement qu’ une intégrale premiere est donné par

x Y o dv

f(u)du—J'

Fiey) :J NPTOM

a

ou a,b sont des constantes arbitraires. La solution du probléme de Cauchy avec condition initiale
y(x0) = yo est donc déterminée par I’équation

F(x,y(x)) = Fxo,yo),
qui est identique a (3.37).
Exemple 3.22 L’équation
(2x +y(x))y(x) + x(x + 2y(x))y’(x) = 0, (3.53)

est exacte, en effet

0 0
Ay(x,y) = @(ZX—i—y)y =2(x+y) = ax(x+2y) = Bx(x,y).

On cherche un intégrale premiére F(x,y) en résolvant
Fe(xy) = Alx,y) = 2xy +y?,

ce qui nous donne
Fix,y) =x"y +xy” + g(y).

La fonction g est déterminée par
x* +2xy + g'(y) = Fy(x,y) = B(x,y) = x* + 2xy.
On a donc ¢’(y) = 0 et une intégrale premiére est donnée par la fonction
F(x,y) = xy? + x%y.

On obtient la solution du probleme de Cauchy pour 'EDO (3.53) avec la condition initiale y(xq) = yo
en résolvant ’équation
xy? +x%y = ¢ = xoy§ + X3 Yo,
d’ou
—x2 £ VX% + dex

y(x) = o
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Pour déterminer laquelle de ces deux solutions est la bonne, on remarque qu’on doit avoir

X EVx§+4dexo  —x3 £ X3 + 2x0yo)|
Yo = 2X0 n 2X0 '
On a donc ,
2 _/xE1a
X QX +Aex si x3 + 2xoyo < 0;
X
ylx) = (3.54)
—x2+Vxt+dex L,
ox s1Xg + 2X0y0 > 0.

La figure suivante montre quelques-unes de ces solutions.

2

On note que le plan est divisé en 8 secteurs que nous numéroterons I a IIX a partir du premier quadrant
et dans le sens positif. Ils sont délimités par les 4 droites d’équationy = 0, x =0,y = —x ety = —x/2.
Dans le secteur I (le premier quadrant x > 0 et y > 0), les solutions ont une asymptote verticale x = 0
et une asymptote horizontale y = 0. Dans le secteur I (0 < —x < y), elles ont une asymptote oblique

Yy = —x et une asymptote verticale x = 0. Dans le secteur III (0 < —x/2 < y < —x), les solutions
ont une asymptote oblique y = —x et une singularité en y = —x/2 ou la dérivée diverge. En effet le
radicant dans (3.54) s’annule en x = a = —(4c)'/? et par conséquence

limy(x) = _g limy’(x) = —oo

xTay o 2 ’ xTay o '

On retrouve le méme phénomeéne dans le secteur IV (0 < y < —x/2) ou

limy(x) = —%7 limy’(x) = +o0.

xTa xTa

Pour comprendre 'origine de la singularité de la dérivée, il faut écrire ’équation différentielle sous la
forme y’(x) = f(x,y(x)), avec
(2x+yly

f(x7y) = (X+ 2y)X’
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et remarquer que la fonction f est singuliere sur les droites x + 2y = 0 et x = 0, ce qui se traduit par la
divergence de y'(x) lorsque le graphe de la solution y(x) s’approche de ces droites.

La discussion des secteurs V, VI, VII et IIX est similaire. On remarquera finalement que les deux droites
y = 0 ety = —x sont des solutions! Ce sont d’ailleurs les seules solutions définies sur R tout entier. <

3.2.4.2 Facteur intégrant

Une fonction Q(x,y) est un facteur intégrant pour 1’équation différentielle (3.51) si I’équation équiva-
lente
Q. y(x)A(x,y(x)) + Q(x,y(x))B(x,y(x))y’(x) =0,

est exacte, c’est-a-dire si elle admet une intégrale premiére F(x,y) telle que
oyl = Qi y)Alyy),  Fylxy) = Qlxy)B(x,y). (3.55)

Le facteur intégrand est donc solution de 'EDP

QU (X7U)A(Xay) + Q(va)Ay (va) = QX(X7y)B(X7y) + Q(X7H)BX(X7y)' (356)

Cette derniere n’étant généralement pas plus facile a résoudre que 'EDO (3.51), elle est de peu d’utilité
(en fait on utilise plutdt cette relation entre EDO et EDP pour réduire la résolution de 'EDP a celle
d’une EDO). 1l existe cependant des cas particulier ou cette approche fonctionne. Par exemple lorsqu’il
est possible de trouver un facteur intégrant ne dépendant que d’une seule variable.

Exemple 3.23 Considérons le probléeme de Cauchy

(x> —y(x)*)y'(x) = 2xy(x), y(x0) = yo.

On peut écrire cette EDO sous la forme (3.51) avec

Alx,y) = 2xy, B(x,y) =y? — x>

On a donc
Ay(x,y) =2x # —2x = By (x,y),

c’est-a-dire que notre EDO n’est pas exacte. Cherchons un facteur intégrant Q(x,y). Ce dernier doit
donc satisfaire 'EDP (3.56) qui s’écrit, dans notre cas

2xyQy (x,y) + 2xQ(x,y) = (y* — x*)Qx(x,y) — 2xQ(x,y).

On remarque que si Qx(x,y) = 0, c’est-a-dire si le facteur intégrant ne dépend pas de x, cette équation
devient une EDO pour la fonction Q(y),

yQ'(y) = —2Q(y).

Cette équation autonome admet la solution Q(y) = y 2. On obtient donc une intégrale premiére
F(x,y) en intégrant les relations (3.55) qui deviennent ici

2x x?
FX(XaU):g7 Fy(xvy)zli‘yﬁ
On déduit de la premiére relation que
2
X
Fixy) = I 9(y),

et la fonction g(y) est déterminée par la seconde relation

x2 x2
Fyyl=—=+4g'(y)=1-—.
Y yz yz



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 150

On en conclut qu’une intégrale premiere est donnée par

2
X

F(Xay) = +y
Y

La solution du probléme de Cauchy s’obtient donc en résolvant I’équation

Xy =2y
y() I Ty T
c’est-a-dire ) )
y(x)% — <X0;ry0> yx)+x*=0. (3.57)
0

Les deux solutions de cette équation du second degré sont

2 2 2
y(><)=1 X0+g0i\/<><%+y%> —4x? | .
2 Yo Yo

On doit choisir celle qui satisfait la condition initiale

1 2 2 2 2\ 2 1 2 2
ylxo) = = Xo Yo o <Xo+y0) e :<X0+Uoi
2 Yo Yo 2 Yo

et donc le signe + lorsque

<0,
Yo
et le signe — lorsque
X0 —Yo 0.
Yo
Dans le cas limite ou ) )
Xo —Yo _ 0
Yo ’

les deux solutions sont acceptables. Dans tous cas cependant, ces solutions ne sont définies que pour
x| < e, ou
e 1X0HYE
2 Yo

En effet, en écrivant ’équation (3.57) sous la forme

(y —c)2+x2 =c?,

on en déduit que le graphe de la solution y(x) est un demi-cercle de rayon |c| centré en (0, c). Quelques
solutions sont représentées sur la figure suivante.
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On retrouve le phénomene, déja observé dans ’exemple 3.22, de la divergence de la dérivée y’(x) sur les
droites d’équation y = £x. En effet, si on écrit ’équation différentielle sous la forme y’(x) = f(x, y(x))
on observe que

2xy

f(x,y) = m,

est singuliere sur les droites y = £x. On remarque aussi que plusieurs solutions passent par le point
x =y = 0, ce qui indique Pexistence de multiples solutions du probléeme de Cauchy ! En fait 'intégrale
premiére F(x,y) est singuliére sur la droite y = 0, c’est ce qui explique pourquoi nous avons raté
la solution évidente y(x) = 0 de I’équation différentielle dans la discussion ci-dessus! Comme dans
I’exemple 3.18, on peut obtenir de nouvelles solutions en recollant des morceaux de solutions. La figure
ci-dessous en est une illustration. Elle montre une solution maximale du probléme de Cauchy avec
condition initiale y(—1/2) = —2/5.
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On remarque donc que la solution est unique jusqu’a x = 0, mais qu’elle peut étre continuée au dela de
ce point de multiples fagons. <

On retiendra des deux exemples précédents qu’il faut toujours chercher les singularités de la fonction
_ )
fx,y) =—o—=

lorsqu’on discute 'EDO (3.51), et que si on obtient une intégrale premiére F(x,y), il est également
nécessaire d’examiner ses singularités.

3.2.5 Chaos



Bibliographie

[AS] M. Abramowitz, L.A. Stegun : Handbook of Mathematical Functions. Dover, New York, 1964.
Disponible en ligne sur http://www.math.ucla.edu/“cbm/aands/.

[A] V. Arnol’d :Ordinaryy Differential Equations. The MIT Presse, New York, 1998.

[HNW] E. Hairer, S.P. Narsett, G. Wanner :Solving Ordinary Differential Equations I. Nonstiff Pro-
blems. Springer, Berlin, 1993.

[HW] E.Hairer, G. Wanner :Solving Ordinary Differential Equations II. Stiff and Differential-Algebraic
Problems. Springer, Berlin, 1996.

H]  P.Hartman :Ordinary Differential Equations. Wiley, New York, 1964.
LM1] F. Liret, D. Martinais : Analyse Premiére Année. Dunod, Paris, 2003.
LM2] F. Liret, D. Martinais : Analyse Deuxiéme Année. Dunod, Paris, 2004.

W]  G.N. Watson : A Treatrise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge University Press,
Londres, 1922.

153


http://www.math.ucla.edu/~cbm/aands/

	Fonctions de plusieurs variables
	Topologie de Rn
	Points et vecteurs, produit scalaire, norme et distance
	Boules, voisinages, ensembles ouverts, ensembles fermés
	Adhérence, intérieur, bord
	Suites dans Rn
	Continuité
	Limites de fonctions
	Fonctions continues sur Rn
	Continuité uniforme


	Fonctions différentiables
	Courbes différentiables
	Champs scalaires
	Dérivées partielles
	Dérivées directionnelles
	Différentielle
	Plan tangent
	Approximation linéaire.

	Règles de différentiation
	Fonctions de classe Cn
	Formule de Taylor
	Extrema
	Formes quadratiques dans R2.

	Le gradient

	Champs vectoriels
	Changements de coordonnées
	Dérivées partielles d'un champ vectoriel
	Champs vectoriels différentiables
	Laplacien et fonctions harmoniques

	Transformations
	Jacobien d'une transformation
	Fonctions composées, changement de variables
	Intermède : le calcul des opérateurs différentiels.

	Le théorème de la fonction inverse
	Le théorème de la fonction implicite



	Intégrales multiples
	Sommes et intégrales de Riemann
	Intégrales itérées
	Intégrales doubles
	Intégrales sur un rectangle
	Intégrales sur un domaine simple
	Changement de variables
	Calcul d'aires

	Intégrales triples
	Intégrales sur des quadrilatères
	Intégrales sur des domaines simples
	Changement de variables
	Calcul de volumes


	Equations différentielles
	Equations linéaires
	Le problème homogène
	Le problème inhomogène
	Le cas d'ordre 1
	Le cas d'ordre 2
	Equations à coefficients constants

	Equations non linéaires
	Equations séparables
	Deux théorèmes généraux
	Analyse qualitative
	Intégrales premières
	EDO exacte
	Facteur intégrant

	Chaos



