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Chapitre 1

Rappels et compléments

1.1 Applications

1.1.1 Une application d’un ensemble non-vide X dans un ensemble non-vide Y est
un sous-ensemble f ⊂ X× Y ayant la propriété suivante :

pour tout x ∈ X il existe un seul y ∈ Y tel que (x,y) ∈ f.
X est l’ensemble de départ et Y l’ensemble d’arrivée de l’application f, ce que l’on
exprime par f : X → Y. Si (x,y) ∈ f, on dit que y est l’image de x par f et on écrit
y = f(x) ou encore f : x� y. L’ensemble des applications de X dans Y est noté YX.

1.1.2 L’image par f d’un sous-ensemble A ⊂ X est le sous-ensemble de Y défini
par f(A) = {f(x) | x ∈ A}. La pré-image par f d’un sous-ensemble B ⊂ Y est le sous
ensemble de X défini par f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}. En particulier, si y ∈ Y et
x ∈ f−1({y}) on dit que x est une pré-image de y par f. L’image de X par f est appelé
image de f et noté Imf. Un élément y ∈ Y admet une pré-image par f si et seulement
si y ∈ Imf.

1.1.3 Une application f : X→ Y est dite surjective si Imf = Y, elle est dite injective
si tout y ∈ Y admet au plus une pré-image par f, c’est-à-dire si tout élément y ∈ Imf
admet exactement une pré-image x ∈ X. Dans ce cas on dit que x est la pré-image de
y par f. L’application f est dite bijective si elle est surjective et injective.
f est surjective si et seulement si, pour tout b ∈ Y l’équation f(x) = b admet au

moins une solution x ∈ X.
f est injective si et seulement si, pour tout b ∈ Y l’équation f(x) = b admet au

plus une solution x ∈ X.
f est bijective si et seulement si, pour tout b ∈ Y l’équation f(x) = b admet une

et une seule solution x ∈ X.
On appelle permutation d’un ensemble X une application bijective de X dans

lui-même et on dénote par SX l’ensemble de toutes les permutations de X.
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6 CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS

1.1.4 Soit f : X→ Y est une application. Pour tout B1,B2 ⊂ Y on a

f−1(B1 ∪ B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2), f−1(B1 ∩ B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

Pour tout A1,A2 ⊂ X on a

f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2), f(A1 ∩A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2),

et f est injective si et seulement si

f(A1 ∩A2) = f(A1) ∩ f(A2).

Si A ⊂ X et B ⊂ Y on a

f(f−1(B)) ⊂ B, A ⊂ f−1(f(A)).

f est surjective si et seulement si f(f−1(B)) = B pour tout B ⊂ Y et injective si et
seulement si A = f−1(f(A)) pour tout A ⊂ X.

Pour tout B ⊂ Y on a

f−1(Y \ B) = X \ f−1(B).

f est surjective si et seulement si, pour tout A ⊂ X
f(X \A) ⊃ Y \ f(A).

f est injective si et seulement si, pour tout A ⊂ X
f(X \A) ⊂ Y \ f(A).

f est bijective si et seulement si, pour tout A ⊂ X
f(X \A) = Y \ f(A).

1.1.5 La composition de deux applications f : X→ Y et g : Y → Z est l’application
g ◦ f : X → Z définie par g ◦ f : x � g(f(x)). Si f et g sont surjectives (resp.
injectives), g ◦ f est surjective (resp. injective). Si g ◦ f est surjective (resp. injective),
g est surjective (resp. f est injective).

De manière plus générale, on peut définir la composition g ◦ f de deux applica-
tions f : X→ Y et g : U→ V pour autant que Im f ⊂ U. On a (f◦g)(A) = f(g(A))

pour tout A ⊂ X et (f ◦ g)−1(B) = g−1(f−1(B)) pour tout B ⊂ Y.

1.1.6 Si f ∈ YX, g ∈ VU, j ∈ UX et k ∈ VY , on dit que le diagramme

X
f→ Y

j ↓ ↓ k
U →

g
V

commute si k ◦ f = g ◦ j.
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1.1.7 L’application identique ou identité d’un ensemble X est l’application

IdX : X → X

x � x.

Si Y ⊂ X, l’injection canonique de Y dans X est l’application

iY : Y → X

y � y.

1.1.8 Si f ∈ YX, l’application f? : X→ Imf définie par f? : x� f(x) est surjective
et le diagramme

X
f→ Y

f? ↘ ↗ iImf

Imf

commute, c’est à dire que f = iImf ◦ f? est la composition d’une surjection et d’une
injection. De plus, si f est injective, f? est bijective.

1.1.9 Si f : X → Y est injective, il existe une et une seule application g : Imf → X

telle que g ◦ f = IdX. C’est l’application qui, à chaque élément y ∈ Imf associe sa
pré-image par f. De plus g est bijective et f ◦ g = IdImf . Si f est bijective, l’ensemble
de départ de g est Y tout entier, on appelle alors g application réciproque ou inverse
de f et on la note f−1.

1.1.10 Si f : X → Y est surjective, il existe au moins une application h : Y → X

telle que f ◦ h = IdY . Une telle application est nécessairement injective.

1.1.11 Si f : X → Y et s’il existe deux applications g : Y → X et h : Y → X telles
que g ◦ f = IdX et f ◦ h = IdY , alors f est bijective et g = h = f−1.

1.1.12 Si f : X → Y et g : Y → Z sont des applications bijectives, alors g ◦ f est
bijective et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1. De plus (f−1)−1 = f.

1.2 Relations
1.2.1 Une relation sur un ensemble non-vide X est une partie R ⊂ X × X. Si R est
une relation sur X et (x,y) ∈ R, on dit que x est en relation avec y et on écrit xRy.
Une relation est dite :

i. Réflexive si pour tout x ∈ X on a xRx.
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ii. Symétrique si pour tout x,y ∈ X on a xRy⇒ yRx.
iii. Antisymétrique si pour tout x,y ∈ X on a xRy et yRx⇒ x = y.
iv. Transitive si pour tout x,y, z ∈ X on a xRy et yRz⇒ xRz.

Une relation réflexive, symétrique et transitive est une relation d’équivalence. Une
relation réflexive, antisymétrique et transitive est une relation d’ordre.

Exemple 1 R = {(n, 2n) |n ∈ N} est une relation sur l’ensemble des entiers naturels
N = {0, 1, 2, . . .}. Cette relation n’est ni réflexive, ni symétrique, ni antisymétrique,
ni transitive.

Exemple 2 R = {(x, x) | x ∈ X} est une relation d’équivalence sur X, l’identité :

xRy⇔ x = y.

Exemple 3 R = {(k,k + n) |k ∈ Z,n ∈ N} est une relation d’ordre sur l’ensemble
des entiers relatifs Z = {. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . .}. C’est la relation plus petit ou égal à
habituellement notée 6 :

xRy⇔ x 6 y.

Exemple 4 Soient m,n ∈ Z. q ∈ Z est le quotient et r ∈ {0, 1, . . . ,n} est le reste
de la division euclidienne de m par n si m = qn + r. Soit n un entier positif. La
relation

aRb ⇔ a et b ont le même reste lors de leur division par n,

est une relation d’équivalence sur Z : la congruence modulo n. Lorsque aRb on dit
que a et b sont congru modulo n et on écrit

a ≡ b (modn).

Exemple 5 ⊂est une relation d’ordre sur l’ensemble 2X des sous-ensembles de X.

1.2.2 Soit R une relation d’équivalence sur l’ensemble X. Si xRy on dit que x et y
sont équivalents modulo R et on écrit

x ≡ y (modR),

ou plus simplement x ≡ y si aucune confusion n’est possible. Pour tout x ∈ X,

π(x) = {y ∈ X | y ≡ x (modR)},

est un sous-ensemble non-vide de X, car x ∈ π(x) par réflexivité. π(x) est la classe
d’équivalence de x modulo R. Pour x,y ∈ X on a

y ∈ π(x) ⇔ x ≡ y ⇔ x ∈ π(y)

m
π(x) = π(y).
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L’ensemble de toutes les classes d’équivalence modulo R est un ensemble de sous-
ensembles non-vides de X que l’on appelle quotient de X par R et que l’on note X/R.
L’application

π : X → X/R

x � π(x),

est clairement surjective, c’est la surjection canonique de X sur son quotient par R.
On remarque que si A ∈ X/R alors a ∈ A si et seulement si A = π(a).

Exemple 6 Pour relation identité de l’exemple 2, la classe de chaque élément x ∈ X
est un singleton : π(x) = {x}. Le quotient X/R est donc le sous-ensemble de 2X

constitué de tous les singleton : X/R = {{x} | x ∈ X}. Dans ce cas et seulement dans
ce cas, la projection canonique π est injective : π(x) = π(y) ⇒ x = y. π est donc
une bijection de X dans X/R.

Exemple 7 Pour la relation de congruence modulo n de l’exemple 4, les classes
d’équivalence sont des sous-ensembles infinis. Avec

0̄ = {. . . , −2n, −n, 0,n, 2n, . . .},
1̄ = {. . . , −2n+ 1, −n+ 1, 1,n+ 1, 2n+ 1, . . .},
2̄ = {. . . , −2n+ 2, −n+ 2, 2,n+ 2, 2n+ 2, . . .},
...

...
q− 1 = {. . . , −n− 1, −1,n− 1, 2n− 1, . . .},

on a Z/R = {0̄, 1̄, . . . ,n− 1} et π(a) = r̄ où r est le reste de la division de a par n.

1.2.3 Une partition d’un ensemble X est un ensemble P de sous-ensembles de X tel
que :

i. Pour tout A ∈ P, A 6= ∅.

ii. Pour tout A,B ∈ P, A 6= B⇒ A ∩ B = ∅.

iii.
⋃
A∈PA = X.

Si P est une partition de X et x ∈ X, il existe un et un seul élément de P contenant
x. On note Px cet élément (voir figure 1.1).

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

x

Px

X

Fig. 1.1 – Une partition P et son élément Px.
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1.2.4 Si R est une relation d’équivalence sur X, le quotient X/R est une partition
de X. En effet, nous avons déjà remarqué que si A ∈ X/R, alors A 6= ∅. De plus, si
A,B ∈ X/R sont tels queA∩B 6= ∅, alors il existe x ∈ A∩B etA = π(x), B = π(x)

montrent que A = B. Finalement, comme x ∈ π(x), on a bien⋃
A∈X/R

A =
⋃
x∈X

π(x) ⊃ X.

Réciproquement, si P est une partition de X, la relation

xRy ⇔ Px = Py,

est une relation d’équivalence et X/R = P. La surjection canonique est donnée par
π(x) = Px.

1.2.5 Si a ∈ A ∈ X/R on dit que a est un représentant de la classe A. Un système
de représentants de X/R est un sous-ensemble X ⊂ X tel que A ∩ X ne contient
qu’un seul élément pour tout A ∈ X/R. Par 1.1.9 il existe toujours au moins une
application ψ : X/R→ X telle que π ◦ ψ = IdX/R. Une telle application est appelée
section de X par R. Par 1.1.4 une section est toujours injective. De plus son image
X = Imψ est un système de représentants de X/R.

X/R

π

X

ψ

X

Fig. 1.2 – Une section ψ et le système de représentants X associé.

1.2.6 Soit R une relation d’équivalence sur X. Une application f : X → Y est
compatible avec R si

x ≡ y (modR) ⇒ f(x) = f(y),

c’est à dire si f est constante sur les classes d’équivalence de R. Dans ce cas, si A ∈
X/R, la valeur de f(x) ne dépend pas du choix de x ∈ A. On peut donc définir
une application fR : X/R → Y en posant fR(A) = f(x) pour un élément arbitraire
x ∈ A. On dit que fR est déduite de f par passage au quotient. Par construction, le
diagramme

X
f→ Y

π↘ ↗ fR

X/R
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commute, c’est-à-dire que f peut s’écrire comme la composition f = fR ◦ π.

1.2.7 Soit f : X→ Y une application. La relation Rf définie par

x ≡ y (modRf) ⇔ f(x) = f(y), (1.1)

est une relation d’équivalence sur X et f est compatible avec cette relation. Rf est
appellée équivalence d’application de f. Par passage au quotient X/Rf, on obtient
donc une application ?f : X/Rf → Y. Cette application est injective puisque ?f(A) =
?f(B) implique f(x) = f(y) pour x ∈ A et y ∈ B et donc x ≡ y (modRf), c’est-
à-dire A = π(x) = π(y) = B. Toute application f peut donc s’écrire comme la
composition f = ?f ◦ π d’une injection ?f avec une surjection π. De plus, si f est
surjective ?f est bijective.

X
f→ Y

π↘ ↗ ?f

X/Rf

1.2.8 En appliquant la décomposition du paragraphe 1.1.1.1 à ?f on obtient une
application bijective f̄ = (?f)? et le diagramme commutatif suivant

X
f→ Y

π ↓ ↑ iImf (1.2)
X/Rf →̄

f
Imf

qui exprime la décomposition canonique de f = iImf ◦ f̄ ◦ π en trois applications iImf
étant injective, f̄ bijective et π surjective.

1.3 Ensembles finis, cardinal
1.3.1 Deux ensembles X et Y sont équipotents s’il existe une bijection f : X→ Y.

1.3.2 Un ensemble non-vide X est fini s’il existe un entier n tel que X soit équipo-
tent à {1, 2, . . . ,n}, infini sinon. Un ensemble infini est dénombrable s’il est équipo-
tent à N, non-dénombrable sinon. L’ensemble vide est fini.

1.3.3 Soit f : {1, 2, . . . ,n} → {1, 2, . . . ,m} une application. Si f est injective, alors
f(1), f(2), . . . f(n) sont des éléments distincts de {1, 2, . . .m}. On en conclut que n 6
m. De plus, si n = m, alors {f(1), f(2), . . . , f(n)} = {1, 2, . . . ,n} et f est surjective et
par conséquent bijective.

Si f est surjective, il existe des éléments distincts x1, x2, . . . xm ∈ {1, 2, . . .n} tels
que f(xj) = j. On conclut immédiatement que n > m. De plus, si n = m, on doit
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avoir {x1, x2, . . . , xn} = {1, 2, . . . ,n} et donc {f(1), f(2), . . . , f(n)} = {1, 2, . . . ,n}. f
est donc injective et par conséquent bijective.

Si f est bijective, on peut donc conclure que n = m.

1.3.4 Si l’ensemble X est équipotent à {1, 2, . . .n} et à {1, 2, . . .m}, il existe des
bijections f et g donnant lieu au diagramme

X
f→ {1, 2, . . . ,n}

IdX ↓ ↓ h
X

g→ {1, 2, . . . ,m}

Ce diagramme définit une bijection h = g ◦ IdX ◦f−1 qui permet de conclure que
n = m. Si X est fini il n’existe donc qu’un seul entier n tel que X soit équipotent à
{1, 2, . . .n}. On appelle cardinal de X cet entier que l’on note |X|. Par convention, le
cardinal de l’ensemble vide est 0.

1.3.5 Soient X et Y deux ensembles finis équipotents avec |X| = n et |Y| = m. Il
existe donc des bijection f,g,k donnant lieu au diagramme

X
f→ {1, 2, . . . ,n}

k ↓ ↓ h
Y

g→ {1, 2, . . . ,m}

qui définit une bijection h. Le raisonnement du paragraphe 1.3.3 permet de conclure
que n = m. Réciproquement, si X et Y sont deux ensembles finis de même cardinal
n, le diagramme

X
f→ {1, 2, . . . ,n}

k ↓ ↓ Id

Y
g→ {1, 2, . . . ,m}

définit une bijection k qui montre que X et Y sont équipotents.
Deux ensembles finis sont donc équipotents si et seulement si ils ont le même

cardinal.

1.3.6 En utilisant les résultats du paragraphe 1.3.3 on montre facilement que si X
et Y sont des ensembles finis équipotents toute injection f : X→ Y est une bijection.
Il en est de même de toute surjection f : X→ Y.

On montre tout aussi facilement que si X et Y sont finis et qu’il existe une injec-
tion f : X → Y alors |X| 6 |Y|. De même s’il existe une surjection f : X → Y alors
|X| > |Y|.
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1.3.7 Si f : X→ Y est une injection et A ⊂ X, l’application fA : A→ f(A) définie
par fA : x→ f(x) est bijective. A et f(A) sont donc équipotents.

1.3.8 Soit X un ensemble fini.

i. Si A ⊂ X, A est fini et |A| 6 |X| avec égalité si et seulement si A = X.

ii. Si f ∈ YX est surjective, alors Y est fini et |Y| 6 |X|.

iii. Si f ∈ XY est injective, alors Y est fini et |Y| 6 |X|.

iv. 2X est fini et |2X| = 2|X|.

v. Si 0 6 n 6 |X|, on a |{A ∈ 2X | |A| = n} =

(
|X|

n
) .

vi. Si Y est fini, YX est fini et |YX| = |Y||X|.

vii. SX est fini et |SX| = |X|!.

viii. X ∩ Y est fini et |X ∩ Y| 6 |X|.

ix. Si Y est fini alors X ∪ Y est fini et |X ∪ Y| = |X| + |Y| − |X ∩ Y|.

x. Si Y est fini alors X× Y est fini et |X× Y| = |X| · |Y|.

xi. Si R est une relation d’équivalence sur X, alors X/R est fini et

|X| =
∑
A∈X/R

|A|.

1.3.9 Un ensemble X est infini si et seulement si il admet un sous-ensemble Y
dénombrable.
Démonstration (⇒) Soit X un ensemble infini. Il suffit de montrer qu’il existe une
suite croissante de sous-ensembles Yn = {y0,y1, . . . ,yn−1} de X, tels que |Yn| = n.
Dans ce cas Y = ∪nYn = {yj | j ∈ N} ⊂ X et l’application f : N → Y définie par
f(j) = yj étant bijective, Y est donc un sous-ensemble dénombrable de X.

La suite Yn se construit par induction sur n. X n’étant pas vide, il existe un
y0 ∈ X et donc Y1 = {y0} ⊂ X et |Y1| = 1. Supposons que pour un entier n il existe
Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · · ⊂ Yn = {y0,y1, . . . ,yn−1} ⊂ X avec |Yk| = k pour k = 1, 2, . . .n.
Comme X est infini, on a X 6= Yn et il existe donc yn ∈ X \ Yn. Posons Yn+1 =

Yn ∪ {yn}, alors Yn ⊂ Yn+1 et |Yn+1| = |Yn|+ 1 = n+ 1, ce qui termine l’induction.
(⇐) (Par l’absurde) Supposons que X soit fini et admette un sous-ensemble Y

dénombrable. Il existe une bijection f : N → Y. Posons Yn = f({1, 2, . . .n}), alors
Yn ⊂ Y ⊂ X et, par (1.3.7), Yn est équipotent à {1, 2, . . .n}, c’est-à-dire que |Yn| = n.
Par 1.3.8.i on a donc n = |Yn| 6 |X| pour tout n, ce qui contredit notre hypothèse.

�
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1.3.10 Un ensemble X est infini si et seulement si il existe un sous-ensemble Y de
X distinct de X et équipotent à X.
Démonstration (⇐) (Par contraposition) Si X est fini et Y ⊂ X est équipotent à X,
alors |Y| = |X| et donc Y = X par 1.3.8.i.

(⇒) Supposons maintenant que X est infini. Par 1.3.9 il existe un sous-ensemble
dénombrable A ⊂ X et une bijection f : N → A. En posant xj = f(j), on a donc
A = {xj | j ∈ N}. Si B = X \A, l’application φ : X→ X définie par

φ(x) =

{
x, x ∈ B,
xj+1, x = xj ∈ A,

est injective. Comme Im(φ) = X \ {x1}, on en conclut donc que X et X \ {x1} sont
équipotents. �

1.3.11 Soit X un ensemble infini.

i. Si X ⊂ Y, Y est infini.

ii. Si Y est non-vide, XY et YX sont infinis.

iii. 2X est infini.

iv. SX est infini.

v. Si Y est non-vide, X× Y est infini.

vi. X ∪ Y est infini.

1.3.12 (Théorème de Cantor-Bernstein) Soient X et Y deux ensembles tels qu’il
existe une injection f : X → Y et une surjection g : X → Y. Alors X et Y sont
équipotents.



Chapitre 2

Groupes

2.1 Définition et exemples
Si X est un ensemble, une application

X× X → X

(a,b) � a · b

est une loi de composition interne sur X. On dit que l’image a · b est le produit de a
par b pour cette loi. Le symbole · peut être remplacé par ?, >, ◦ . . . et même être
omis. Dans ce dernier cas, on écrit simplement ab.

Une loi est dite associative si

a · (b · c) = (a · b) · c,

pour tout a,b, c ∈ X. Dans ce cas, l’usage de parenthèses est superflu et on peut
définir

∏n
i=1 ai = a1 · a2 · · ·an sans aucune ambiguïté. Si

a · b = b · a,

pour tout a,b ∈ X, la loi de composition interne est dite commutative.
Un élément e ∈ X est dit neutre pour une loi de composition interne si

a · e = e · a = a,

pour tout a ∈ X. Si un tel élément existe, il est nécessairement unique. En effet, si e
et f sont tous deux neutres, on a e = e · f = f.

Si une loi de composition interne admet un élément neutre e, elle est symétrisable
si, pour tout a ∈ X, il existe un élément a ′ ∈ X tel que

a · a ′ = a ′ · a = e.

On dit alors que a ′ est un élément symétrique à a.

15
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Définition 1 Un groupe est un ensembleGmuni d’une loi de composition interne asso-
ciative, admettant un élément neutre et symétrisable. Si cette loi est également commu-
tative, on dit que G est un groupe abélien.

Un groupe est dit fini si l’ensemble G est fini. Dans ce cas on appelle ordre du groupe
le cardinal |G|.

Dans un groupe, le symétrique d’un élément a est unique. En effet, si a ′ et a ′′

sont des éléments symétriques à a et si l’élément neutre est e, on a

a ′ = a ′ · e = a ′ · (a · a ′′) = (a ′ · a) · a ′′ = e · a ′′ = a ′′.

De plus, l’élément neutre est son propre symétrique e · e = e.

Remarque 1 On dit qu’un groupe est noté multiplicativement si sa loi de composi-
tion interne est notée a·b ou ab. Dans ce cas on désigne souvent l’élément neutre par
e ou par 1 et le symétrique de a par a−1. Lorsque la loi de composition interne s’écrit
a + b, on dit que le groupe est noté additivement. Dans ce cas 0 désigne l’élément
neutre et−a le symétrique de a. On utilise également la notation a−b = a+(−b).
La notation additive est généralement réservée aux groupes abéliens. Dans ces notes,
nous utiliserons toujours la notation multiplicative, sauf mention contraire.

Dans un groupe, on peut simplifier à droite

a · c = b · c ⇒ a · c · c−1 = b · c · c−1 ⇒ a = b,

et à gauche

c · a = c · b ⇒ c−1 · c · a = c−1 · c · b ⇒ a = b.

De plus on a a · (a−1) = (a−1) · a = e ⇒ (a−1)−1 = a. On vérifie tout aussi
simplement que (a · b)−1 = b−1 · a−1. L’équation a · x = b admet une et une
seule solution x = a−1 · b. De même, l’équation x · a = b admet l’unique solution
x = b · a−1.

Exemple 8 Z,Q,R etC sont des groupes abéliens pour l’addition. L’élément neutre
est 0 et le symétrique de a est son opposé −a. ♦

Exemple 9 Q∗, R∗ et C∗ sont des groupe abélien pour la multiplication. L’élément
neutre est 1 et le symétrique de a est son inverse 1/a. ♦

Exemple 10 Le plus petit groupe est {e}. Il ne contient que l’élément neutre. ♦

Exemple 11 Si un groupe ne contient que deux éléments e et a 6= e, et si e est
l’élément neutre, on doit avoir a · a = e. En effet, si au contraire a · a = a, on a
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aussi a ·a = e ·a et en simplifiant à droite a = e ce qui est absurde. On peut décrire
ce groupe par sa table de multiplication

· e a

e e a

a a e

Ce groupe est abélien, sa table de multiplication étant symétrique par rapport à sa
diagonale principale. ♦

Exemple 12 Un espace vectoriel est un groupe abélien pour l’addition vectorielle.
L’élément neutre est le vecteur nul et le symétrique d’un vecteur a est son opposé
−a. ♦

Exemple 13 Soit X un ensemble non-vide. L’ensemble SX des bijections de X dans
lui même est un groupe pour la composition des applications. Si |X| > 2, ce groupe
n’est pas abélien.

Cas particulier : le groupe symétrique de degré N est définit par SN = SX, avec
X = {1, 2, . . . ,N}. (Voir la section 2.6) ♦

Exemple 14 GL(R,n) est l’ensemble des matrices n × n réelles inversibles. C’est
un groupe pour la multiplication matricielle. Si n > 1, il n’est pas abélien. ♦

Exemple 15 Une matrice n × n réelle u est orthogonale si u>u = I. L’ensemble
O(n) de ces matrices est un groupe pour la multiplication matricielle. Il n’est pas
abélien si n > 1. ♦

Les puissance d’un élément a du groupe G sont définies inductivement de la ma-
nière suivante.

i. a0 = e.

ii. an = a · an−1 pour n = 1, 2, . . .

iii. a−n = (an)−1 pour n = 1, 2, . . .

On a alors an+k = an · ak pour tout n,k ∈ Z. Lorsque G est noté additivement,
on définit de manière analogue les multiples de a.

i. 0a = 0 (le premier 0 est un élément de Z alors que le second est dans G !)

ii. na = a+ (n− 1)a pour n = 1, 2, . . .

iii. (−n)a = −(na) pour n = 1, 2, . . .

Dans ce cas on a (n+ k)a = na+ ka pour tout n,k ∈ Z.
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2.2 Sous-groupes
Si G est un groupe noté multiplicativement, on définit le produit de deux sous-

ensembles A,B ⊂ G par

A · B = {a · b |a ∈ A,b ∈ B},

et si a ∈ G et B ⊂ G, on pose

a · B = {a · b |b ∈ B}, B · a = {b · a |b ∈ B}.

De même si le groupe G est abélien et noté additivement, la somme de A et B est
définie par

A+ B = {a+ b |a ∈ A,b ∈ B},

et celle de a et B par
a+ B = {a+ b |b ∈ B}.

2.2.1 Définition et caractérisation

Définition 2 Un sous-ensemble H d’un groupe G est un sous-groupe de G si c’est un
groupe pour la loi de composition interne de G.

Si H est un sous-groupe et a ∈ H, on a donc ak ∈ H (resp. ka ∈ H en notation
additive) pour tout k ∈ Z.

Tout groupe G 6= {e} admet au moins deux sous-groupes, {e} et G.

Définition 3 Un sous-groupe de G est dit propre s’il est distinct de {e} et de G.

Soit G un groupe. Pour qu’un sous-ensemble H de G soit un sous-groupe, il est
nécessaire que la restriction à H ×H de la loi de composition interne de G soit une
loi de composition interne sur H, c’est-à-dire que H · H ⊂ H. Un sous-ensemble de
G ayant cette propriété est dit stable (pour la loi de composition interne de G).

SiH est un sous-groupe deG, il doit contenir un élément neutre eH qui pourrait,
a priori, être différent de l’élément neutre e de G. Cependant on a d’une part eH ·
eH = eH, puisque eH est un élément neutre de H, et d’autre part eH · e = eH
puisque e est élément neutre de G. On obtient donc eH · eH = eH · e. En simplifiant
a gauche on obtient eH = e ce qui montre qu’en fait e ∈ H.

Si H est un sous-groupe de G tout élément a ∈ H doit avoir un symétrique
a ′H ∈ H tel que a · a ′H = e. Là encore, a ′H pourrait être différent du symétrique
a−1 de a dans G. Comme on a aussi a · a−1 = e, il suit que a · a ′H = a · a−1. Par
simplification à gauche on montre donc que a−1 = a ′H ∈ H.

Réciproquement, si H est un sous-ensemble stable de G contenant e et tel que
a−1 ∈ H pour tout a ∈ H, alors H est bien un groupe pour la loi de G. Nous avons
donc montré :
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Lemme 1 Un sous ensemble H d’un groupe G est un sous-groupe si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites :

i. H est stable.
ii. e ∈ H.

iii. Pour tout a ∈ H, on a aussi a−1 ∈ H.

On obtient facilement le corollaire suivant.

Corollaire 1 Un sous ensembleH d’un groupeG est un sous-groupe si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites :

i. H 6= ∅.
ii. Pour tout a,b ∈ H, on a a · b−1 ∈ H.

Démonstration Si H est un sous-groupe les conditions i et ii sont vérifiées à l’aide
du Lemme 1. A l’inverse, i et ii étant vérifiées on en déduit qu’il existe a ∈ H et que
e = a · a−1 ∈ H. Pour tout a ∈ H on a donc a−1 = e · a−1 ∈ H. Finalement pour
tout a,b ∈ H on a b−1 ∈ H et donc a · b = a · (b−1)−1 ∈ H. Les trois conditions
du Lemme 1 sont donc vérifiées. �

Exemple 16 Z est un sous-groupe de Q, de R et de C. ♦

Exemple 17 {−1, 1} est un sous-groupe de R∗. Le cercle unité

S1 = {z ∈ C | |z| = 1},

est un sous-groupe de C∗. ♦

Exemple 18 Si H est un sous-groupe de Z alors soit H = {0} soit H = nZ avec
n = min{k ∈ H |k > 0}. Preuve : Si H 6= {0} alors {k ∈ H |k > 0} 6= ∅ et donc
n = min{k ∈ H |k > 0} existe. Comme n ∈ H on a aussi kn ∈ H pour tout k ∈ Z
et donc nZ ⊂ H. Si a ∈ H il existe q ∈ Z et r ∈ {0, 1, . . . ,n−1} tels que a = nq+ r

(division euclidienne). Comme (−q)n,a ∈ H on en conclut que r = a+(−q)n ∈ H
et comme 0 6 r < n la minimalité de n permet de conclure que r = 0 c’est-à-dire
que a ∈ nZ. ♦

Exemple 19 Si V est un espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel de V est un sous-
groupe pour l’addition vectorielle. ♦

Exemple 20 Soit H 6= {0} un sous-groupe de R et a = inf{x ∈ H | x > 0}. Si
a > 0 alors H = aZ, sinon H est dense dans R. Preuve : Montrons tout d’abord
que a ∈ H. Si tel n’est pas le cas il existe une suite strictement décroissante an dans
H+ = {x ∈ H | x > 0} telle que limn an = a. Comme an est une suite de Cauchy
la suite bn = an − an+1 ∈ H+ converge vers 0 et on arrive à la contradiction
a = infH+ = 0 ∈ H. On a donc a ∈ H et par conséquent aZ ⊂ H. Supposons
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tout d’abord a > 0. Alors, pour tout b ∈ H il existe n ∈ Z et r ∈ [0,a[ tels que
b = na+r (voir la figure 2.1). Si r 6= 0 on a r ∈ H+ mais comme r < a ceci contredit
la minimalité de a. On a donc r = 0 et b = na ∈ aZ et on conclut que H = aZ.
Considérons maintenant le cas a = 0. Soient b ∈ R et ε > 0 donnés. Comme il
existe une suite an ∈ H+ telle que limn an = 0, il existe n tel que an < ε. Il existe
aussi k ∈ Z et r ∈ [0,an[ tels que b = kan + r. On en conclut que |b− kan| < ε ce
qui montre que H est dense dans R. ♦

r
na(n− 1)a (n + 1)a

b

Fig. 2.1 –

Soit H un sous-groupe de G. Il est clair que K ⊂ H est un sous-groupe de H si et
seulement si c’est un sous-groupe de G.

Exemple 21 O(n) est un sous-groupe de GL(R,n). Une matrice orthogonale u ∈
O(n) est une rotation si detu = 1. L’ensemble SO(n) de ces rotations est un sous-
groupe de O(n). ♦

Exemple 22 Soit n 6= 0 et H 6= {0} un sous-groupe de nZ. Alors c’est un sous-
groupe de Z et par conséquent H = mZ avec m = min{k ∈ H |k > 0}. On en
conclut que les sous-groupes de nZ sont tous les groupes mZ avec n|m. ♦

En utilisant le corollaire 1, on montre immédiatement que si H et K sont des
sous-groupes du groupeG, alorsH∩K est encore un sous-groupe. Plus généralement
que si (Hi)i∈I est une famille de sous-groupes, alors∩i∈IHi est un sous-groupe.

Ainsi, si A ⊂ G est un sous-ensemble non-vide du groupe G l’intersection de
tous les sous-groupes de G contenant A

(A) =
⋂
H ⊃A

H sous − groupe deG

H

est un sous-groupe. C’est évidemment le plus petit sous-groupe de G contenant A.
On dit aussi que c’est le sous-groupe de G engendré par A.

Exemple 23 Si n,m ∈ Z alors ({n,m}) = nZ ∩mZ = PPCM(n,m)Z est le sous-
groupe de Z engendré par n et m. ♦
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2.2.2 Classes, quotients et indices
Soit H un sous-groupe du groupe G. On considère la relations sur G définie par

aRb ⇔ a−1 · b ∈ H. (2.1)

En utilisant le lemme 1, nous allons montrer que c’est une relation d’équivalence. R
est réflexive puisque a−1 · a = e ∈ H implique aRa. Il suit de

aRb ⇒ a−1 · b ∈ H ⇒ b−1 · a = (a−1 · b)−1 ∈ H ⇒ bRa,

que R est symétrique. Finalement R est transitive puisque si aRb et bRc, alors a−1 ·
b,b−1 · c ∈ H et donc a−1 · c = (a−1 · b) · (b−1 · c) ∈ H, ce qui implique aRc.

La classe d’équivalence (modR) d’un élément a ∈ G est, par définition,

π(a) = {x ∈ G |aRx} = {x ∈ G |a−1 · x ∈ H}.

Mais a−1 · x ∈ H si et seulement si il existe h ∈ H tel que a−1 · x = h, c’est-à-dire tel
que x = a · h. On a donc

π(a) = a ·H.

On appelle classe (à gauche) de a suivant H cette classe d’équivalence. On remarque
que la classe de l’élément neutre e n’est autre que H lui-même, en effet e · H = H.
On notera cependant qu’en général une classe a ·H n’est pas un sous-groupe de G.

Le quotient G/R est donc l’ensemble des classes (à gauche) suivant H. On l’ap-
pelle quotient (à gauche) de G par H et on le note G/H

G/H = {a ·H |a ∈ G}.

Définition 4 Soit G un groupe etH un sous-groupe. Si le quotient G/H est fini, l’entier

[G : H] = |G/H|,

est appelé indice de H dans G.

Remarque 2 En notation additive la relation (2.1) s’écrit

aRb ⇔ b− a ∈ H,

et on a π(a) = a+H d’où il découle que G/H = {a+H |a ∈ G}.

Exemple 24 Si l’on considère G comme sous-groupe de lui-même, on obtient le
quotient G/G = {a · G |a ∈ G}. Comme a · G = G pour tout a ∈ G, on a
G/G = {G}, et donc [G : G] = 1.

L’autre extrême consiste à prendre le sous-groupeH = {e}. Dans ce cas la relation
R est donnée par aRb⇔ a−1·b ∈ {e} c’est-à-dire a = b. R est donc la relation identité
et ses classes sont a · {e} = {a}. Le quotient est donc G/{e} = {{a} |a ∈ G}, il est fini
si et seulement si G l’est et [G : {e}] = |G| dans ce cas. ♦
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Exemple 25 On considère le groupe G = O(n). Si u ∈ O(n), alors detu = ±1,
c’est-à-dire que G = G+ ∪ G− où G± = {u ∈ O(n) | detu = ±1} et G+ = SO(n)

est un sous-groupe. Soit u ∈ G.
Si detu = 1, alors u · G+ = G+. En effet, pour tout v ∈ G+ on a u · v ∈ G+ et

v = u ·w avec w = u>v ∈ G+.
Si au contraire detu = −1, alors u ·G+ = G−. En effet, pour tout v ∈ G+, on a

u · v ∈ G− et pour tout v ∈ G−, v = u ·w avec w = u>v ∈ G+.
Nous pouvons donc conclure que O(n)/SO(n) = G/G+ = {G+,G−} alors que

[O(n) : SO(n)] = 2. ♦

Exemple 26 (Notation additive) Soient a,b ∈ Z tels que a|b. D’après l’exemple 22
bZ est un sous-groupe de aZ. La classe de na ∈ aZ suivant bZ est π(na) = na +

bZ. Pour déterminer le nombre de classes distinctes posons k = b/a et remarquons
que la condition π(na) = π(ma) est équivalente à (m − n)a ∈ bZ c’est-à-dire à
m− n ∈ kZ. Le quotient de aZ par bZ est donc

aZ/bZ = {bZ,a+ bZ, 2a+ bZ, . . . , (k− 1)a+ bZ},

et l’indice de bZ dans aZ est [aZ : bZ] = k = b/a.

Théorème 1 SoitG un groupe etH, K des sous-groupes tels que K ⊂ H. Alors [G : K] est
fini si et seulement si [G : H] et [H : K] le sont. Dans ce cas, on a [G : K] = [G : H][H : K].

Démonstration Nous allons montrer que G/H × H/K et G/K sont équipotents
en construisant une bijection ψ entre ces deux ensembles. Le résultat suivra alors de
1.3.8.x et 1.3.11.v. En effet, G/H × H/K est fini si et seulement si G/H et H/K le
sont et dans ce cas |G/K| = |G/H×H/K| = |G/H| · |H/K|.

Soient π1 : G → G/H et π2 : H → H/K les surjections canoniques. Il existe des
sections (c.f. 1.2.5) φ1 : G/H → G et φ2 : H/K → H telles que π1 ◦ φ1 = IdG/H et
π2 ◦ φ2 = IdH/K. Considérons l’application

ψ : G/H×H/K → G/K,
(p,q) 7→ π(φ1(p) · φ2(q)),

où π : G→ G/K est la surjection canonique.
π étant surjective, pour montrer que ψ est bijective, nous devons montrer que

pour tout g ∈ G il existe une et une seule paire (p,q) ∈ G/H × H/K solution de
l’équation

ψ(p,q) = π(g). (2.2)

Cette dernière est équivalente à la condition φ1(p) · φ2(q) ∈ g · K, ou encore à
φ1(p) ∈ g · K · φ2(q)−1. Puisque K ⊂ H et φ2(q) ∈ H, nous obtenons donc une
condition nécessaire

φ1(p) ∈ g ·H. (2.3)
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Cette dernière détermine complètement p puisque p = π1 ◦φ1(p) = g ·H = π1(g).
Pour déterminer q, notons que (2.3) implique g−1 · φ1(p) ∈ H et écrivons (2.2)
comme φ2(q) ∈ (φ1(p)

−1 ·g) ·K = h ·K, où nous avons posé h = (g−1 ·φ1(p))
−1 ∈

H. En conséquence, q = π2 ◦ φ2(q) = h · K = π2(h) est lui aussi complètement
déterminé. �

Pour a ∈ G, l’application ga : G → G définie par ga(x) = a · x est appelée
translation à gauche par a. On vérifie immédiatement que ga ◦ gb = ga·b et que
ge = IdG. On a donc ga ◦ ga−1 = ga−1 ◦ ga = ge = IdG qui montre que ga est une
bijection de G dans lui même et que g−1

a = ga−1 . G(G) = {ga |a ∈ G} est donc un
groupe pour la composition des applications. C’est un sous-groupe du groupe SG
des permutations de G.

L’image par la bijection gade la classe e ·H = H est

ga(H) = {ga(h) |h ∈ H} = {a · h |h ∈ H} = a ·H.

En invoquant 1.3.7, nous pouvons conclure que toutes les classes selon H sont équi-
potentes à H.

Supposons que G soit un groupe fini et H un sous-groupe. Alors H est fini et
donc |q| = |H| <∞ pour tout q ∈ G/H. Comme G/H est une partition de G on a,
d’après 1.3.8.xi,

|G| =
∑

q∈G/H

|q| = [G : H]|H|.

Théorème 2 Soit G un groupe fini. Si H est un sous-groupe, alors

|G| = [G : H]|H|.

En particulier, l’ordre de H est un diviseur de l’ordre de G.

2.3 Morphismes

2.3.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 5 1. Soient G et H des groupes. On appelle morphisme de G dans H une
application φ : G→ H telle que φ(a · b) = φ(a) · φ(b) pour tout a,b ∈ G. On note
Hom(G,H) l’ensemble des morphismes de G dans H.

2. Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme.
3. S’il existe un isomorphisme φ : G → H, on dit que les groupes G et H sont

isomorphes et on écrit G ' H. (' est une relation d’équivalence).
4. Un isomorphisme φ : G → G est appelé automorphisme. On note Aut(G) l’en-

semble des automorphismes de G.
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Soit φ ∈ Hom(G,H). Pour a ∈ G, on a

φ(a) · φ(e) = φ(a · e) = φ(a) = φ(a) · e.

En simplifiant à gauche, on obtient donc1

φ(e) = e. (2.4)

De plus,
φ(a−1) · φ(a) = φ(a−1 · a) = φ(e) = e,

permet de conclure que φ(a−1) = φ(a)−1. On démontre alors aisément que, pour
tout n ∈ Z, φ(an)= φ(a)n.

Soit φ : G → H un isomorphisme et a,b ∈ H. Si a ′ = φ−1(a) et b ′ = φ−1(b)

on a

φ−1(a · b) = φ−1(φ(a ′) · φ(b ′)) = φ−1(φ(a ′ · b ′)) = a ′ · b ′ = φ−1(a) · φ−1(b).

L’application réciproqueφ−1 d’un isomorphisme est donc un isomorphisme. En par-
ticulier, comme IdG est clairement un automorphisme de G, Aut(G) est un groupe
pour la composition des applications.

Soit K un sous-groupe de G. φ(K) n’est pas vide puisque e = φ(e) ∈ φ(K). De
plus, si a,b ∈ φ(K), il existe a ′,b ′ ∈ K tels que a = φ(a ′) et b = φ(b ′). On a alors

a · b−1 = φ(a ′) · φ(b ′)−1 = φ(a ′ · b ′−1) ∈ φ(K),

et le corollaire 1 permet de conclure que φ(K) est un sous groupe de H. En particu-
lier, Imφ = φ(G) est un sous-groupe de H.

Si K est un sous-groupe de H, φ−1(K) n’est pas vide puisque φ(e) ∈ K. Si a et b
sont dans φ−1(K) alors φ(a),φ(b) ∈ K et φ(a · b−1) = φ(a) · φ(b)−1 ∈ K. On a
donc a ·b−1 ∈ φ−1(K) et nous concluons à nouveau que φ−1(K) est un sous-groupe.

Définition 6 Soit φ ∈ Hom(G,H). On appelle noyau de φ le sous-ensemble Kerφ =

φ−1({e}).

Comme {e} est un sous-groupe, le noyau d’un morphisme est un sous-groupe.

Théorème 3 Soit φ ∈ Hom(G,H).

i. L’image par φ d’un sous-groupe est un sous-groupe.

ii. La pré-image par φ d’un sous-groupe est un sous-groupe.

iii. φ est injectif si et seulement si Kerφ = {e}.

iv. φ est surjectif si et seulement si Imφ = H.

1Attention, e a deux significations dans cette formule. A gauche c’est l’élément neutre de G et à
droite celui de H !
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Démonstration Nous avons déjà démontré i et ii alors que iv est la définition même
de la surjectivité. Pour démontrer iii, soit a ∈ G. Alors φ(b) = φ(a) est équivalent
à

φ(a−1 · b) = φ(a)−1 · φ(b) = e,

c’est-à-dire à a−1 · b ∈ Kerφ où encore à b ∈ a · Kerφ. Le morphisme φ est donc
injective si et seulement si Kerφ = {e}. �

Pour a ∈ G on définit l’application ja : G → G par ja(x) = a · x · a−1. On
vérifie immédiatement que ja est un morphisme, que je = IdG et ja ◦ jb = ja·b. En
particulier, on a ja ◦ ja−1 = ja−1 ◦ ja = IdG. ja est donc un automorphisme de G et
j−1
a = ja−1 . On appelle ja automorphisme intérieur de G associé à l’élément a ∈ G.

L’application j : G→ Aut(G), définie par j : a 7→ ja est un morphisme. L’image
de j est le groupe des automorphismes intérieurs de G que l’on dénote par Int(G).
Le noyau de j est appelé centre du groupe G et noté Z(G). Notons que a ∈ Z(G)

si et seulement si ja = IdG, c’est-à-dire si, pour tout x ∈ G, a · x · a−1 = x, ou
encore a · x = x · a. Le centre d’un groupe est donc l’ensemble de ses éléments qui
commutent avec tous ses éléments. En particulier, Z(G) est un groupe abélien. De
plus, un groupe G est abélien si et seulement si Z(G) = G.

Exemple 27 Le centre du groupe GL(R,n) est constitué de toutes les matrices T ∈
GL(R,n) telles que TA = AT pour tout A ∈ GL(R,n). Soit T une telle matrice et
supposons qu’il existe u ∈ Rn tel que u et v = Tu soient linéairement indépendants.
A l’aide du théorème de la base incomplète on construit facilement une matrice
A ∈ GL(R,n) telle que Au = u et Av = −v. Comme ATu = Av = −v et
TAu = Tu = v on en déduit que v = 0 ce qui est absurde. Pour tout u ∈ Rn il
existe donc λ(u) ∈ R tel que Tu = λ(u)u. Si u et v sont linéairement indépendant
on a T(u+ v) = λ(u+ v)(u+ v) = Tu+ Tv = λ(u)u+ λ(v)v d’où nous pouvons
conclure que λ(u + v) = λ(u) = λ(v). λ(u) est donc indépendant de u et T = λI.
Z(GL(R,n)) = {λI | λ ∈ R∗} est le groupe des homothéthies de Rn.

2.3.2 Sous-groupes distingués

Nous avons établi au paragraphe précédent que l’image et le noyau d’un mor-
phisme sont des sous-groupes. La question suivante se pose donc naturellement :
tous les sous-groupes d’un groupe G sont-ils l’image ou le noyau d’un morphisme ?
Si H est un sous-groupe de G, l’injection canonique iH : H→ G est un morphisme.
Comme H = Im iH la réponse est positive pour l’image d’un morphisme. Dans
le cas du noyau la question est plus délicate et va nous amener à une construction
importante, celle du groupe quotient.

Si φ ∈ Hom(G,K) on a, pour tout a ∈ G,

φ(a · Kerφ · a−1) = φ(a) · e · φ(a)−1 = e,
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c’est à dire a·Kerφ·a−1 ⊂ Kerφ. Si b = a−1, on a donc aussi b·Kerφ·b−1 ⊂ Kerφ
et par conséquent Kerφ ⊂ a · Kerφ · a−1. On en conclut que

a · Kerφ · a−1 = Kerφ,

pour tout a ∈ G. Pour qu’un sous-groupe H de G soit le noyau d’un morphisme, il
est donc nécessaire que la condition a ·H · a−1 = H soit satisfaite pour tout a ∈ G.

Définition 7 Un sous-groupe N du groupe G est dit distingué (ou normal) si, pour tout
a ∈ G, on a

ja(N) = a ·N · a−1 ⊂ N.

On a alors a ·N · a−1 = N pour tout a ∈ G et on écritN C G.
Un groupe G est dit simple si |G| > 1 et si ses seuls sous-groupes distingués sont {e} et

G.

Si N C G, le produit de deux classes à gauche suivant N est encore une telle
classe. En effet, si π : G→ G/N est la surjection canonique et a,b ∈ G, on a

π(a) · π(b) = (a ·N) · (b ·N) = (a · (b ·N · b−1)) · (b ·N)

= (a · b) ·N · e ·N = (a · b) ·N = π(a · b).
Cette formule définit une loi de composition interne sur le quotient G/N. Cette loi
est clairement associative. Elle admet l’élément neutre e · N, et le symétrique de la
classe a ·N est la classe a−1 ·N. De plus, π est un morphisme dont le noyau est N.
Nous avons donc montré qu’un sous-groupe N est le noyau d’un morphisme si et
seulement si il est distingué.

Théorème 4 Si N C G, le quotient G/N est un groupe pour le produit des classes. On
l’appelle groupe quotient de G parN. La surjection canonique

π : G→ G/N

est un morphisme et Kerπ = N.

Exemple 28 L’addition dans le groupe quotient Zn = Z/nZ = {0̄, 1̄, . . . ,n− 1} est
donnée par

k̄+ j̄ = l̄,

où l est le reste de la division de k+ j par n. En effet

k̄+ j̄ = π(k) + π(j)

= π(k+ j)

= (k+ j) + nZ

= l+ nZ

= l̄.

♦
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Le groupe quotient G/N est fini si et seulement si l’indice de N dans G est fini,
on a en effet |G/N| = [G : N].

Si G est un groupe abélien, il est clair que tous ses sous-groupes sont distingués :
a · H · a−1 = a · a−1 · H = e · H = H. Dans ce cas, le groupe quotient est lui aussi
abélien.

Si N C G et φ ∈ Hom(G,K), alors φ(N) C φ(G). En effet, φ(N) est un
sous-groupe de φ(G) et pour tout a ∈ φ(G), on vérifie bien

a · φ(N) · a−1 = φ(b) · φ(N) · φ(b)−1 = φ(b ·N · b−1) = φ(N),

pour b ∈ φ−1({a}) ∈ G.
Si N C K et φ ∈ Hom(G,K), alors φ−1(N) C G. On a en effet

φ(a · φ−1(N) · a−1) ⊂ φ(a) ·N · φ(a)−1 = N,

pour tout a ∈ G et donc a · φ−1(N) · a−1 ⊂ φ−1(N).
Si N C G et si H est un sous-groupe de G tel que N ⊂ H alors N C H.
Soit N C G et H un sous-groupe de G. Alors N · H = H · N est le plus petit

sous-groupe de G contenant N et H, et N C N · H. En effet, si n ∈ N et h ∈ H on
peut écrire

n · h = h · (h−1 · n · h) = h · n ′ ∈ H ·N,

et
h · n = (h · n · h−1) · h = n ′′ · h ∈ N ·H,

puisque n ′ = h−1 · n · h ∈ N et n ′′ = h · n · h−1 ∈ N. De plus e = e · e ∈ N ·H et
si n,n ′ ∈ N et h,h ′ ∈ H on a

(n · h) · (n ′ · h ′) = [n · (h · n ′ · h−1)] · [h · h ′] = n ′′ · h ′′ ∈ N ·H,

puisque n ′′ = n · (h ·n ′ ·h−1) ∈ N et h ′′ = h ·h ′ ∈ H. Finalement, si n ·h ∈ N ·H,
on a aussi

(n · h)−1 = h−1 · n−1 = (h−1 · n−1 · h) · h−1 ∈ N ·H.

N ·H est donc bien un sous-groupe. Il contient clairementN etH. Comme tout sous
groupe de G contenant N et H doit aussi contenir N · H, ce dernier est bien le plus
petit sous-groupe contenant N et H. Pour voir que N est distingué dans H · N, on
remarque que pour h ∈ H et n ∈ N on a bien

(h · n) ·N · (h · n)−1 = h · (n ·N · n−1) · h−1 = h ·N · h−1 = N.

Exemple 29 (En notation additive N ·H devient N +H.) aZ+ bZ est le plus petit
sous-groupe de Z contenant aZ et bZ. On a aZ+ bZ = PGCD(a,b)Z.

Si G est simple et φ ∈ Hom(G,H) alors soit Kerφ = G, ce qui est equivalent à
Imφ = {e}, soit Kerφ = {e} et φ est injectif. Si en plus H est simple et Imφ 6= {e},
alors φ est un isomorphisme.
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2.3.3 Les théorèmes d’isomorphisme

On considère φ ∈ Hom(G,H). Il apparaît clairement de la démonstration du
théorème 3 que les classes d’équivalence de Rφ, l’équivalence d’application de φ (c.f.
équ. (1.1)), sont les classes à gauche suivant Kerφ de G et que par conséquent, on a
G/Rφ = G/Kerφ. Nous pouvons donc écrire la décomposition canonique (1.2) de
φ comme

G
φ→ H

π ↓ ↑ iImφ
G/Kerφ →̄

φ
Imφ

(2.5)

L’application φ̄ : G/Kerφ→ Imφ est donnée par φ̄ : π(a) 7→ φ(a). On a donc

φ̄(π(a)) · φ̄(π(b)) = φ(a) · φ(b) = φ(a · b)
= φ̄(π(a · b))
= φ̄(π(a) · π(b)),

qui montre que φ̄ est un morphisme. φ̄ étant bijective, c’est un isomorphisme. On
remarquera que toutes les flèches du diagramme (2.5) sont des morphismes.

Théorème 5 (Premier théorème d’isomorphisme) Soit φ ∈ Hom(G,H), alors Imφ '
G/Kerφ. En particulier, si φ est surjectif, H ' G/Kerφ.

Exemple 30 (Comparer avec l’exemple 24) Le morphisme IdG : G → G à le noyau
{e} et l’image G. On obtient donc G/{e} ' G.

Le morphisme φ : G → G définit par φ(a) = e pour tout a ∈ G a pour noyau
G et pour image {e}. On a donc G/G ' {e}. ♦

Exemple 31 Soient a > 0 et φ : R→ C∗ le morphisme défini par φ(x) = ei2πx/a.
L’image de φ est le cercle unité S1 = {z ∈ C | |z| = 1} et son noyau est

Kerφ = {x ∈ R | ei2πx/a = 1} = aZ.

On a donc l’isomorphisme R/aZ ' S1. ♦

Exemple 32 Pour un autre exemple, revenons sur la définition du centre Z(G) (c.f.
la fin du paragraphe 2.3.1) comme noyau du morphisme j : G→ Aut(G). L’image de
ce morphisme est le groupe Int(G) des automorphismes intérieurs de G. Le centre
Z(G) est donc un sous-groupe distingué de G et

Int(G) ' G/Z(G).

Si G est abélien, Z(G) = G et donc Int(G) = {IdG} ' G/G = {G}. Dans le cas
extrême opposé où Z(G) = {e}, on a Int(G) ' G/{e} ' G. ♦



2.3. MORPHISMES 29

Exemple 33 L’application φ : O(n) → R∗ définie par φ(u) = detu est un mor-
phisme : φ(u ·v) = det(u ·v) = detu ·det v = φ(u) ·φ(v). Son noyau est l’ensemble
des transformations orthogonales de déterminant 1, c’est-à-dire SO(n). Son image
est {−1, 1}. On a donc SO(n) C O(n) et

O(n)/SO(n) ' {−1, 1}.

♦

Exemple 34 L’application g : G → SG qui à a ∈ G associe la translation à gauche
ga : x 7→ a · x est un morphisme. Son image est le sous-groupe G(G). Son noyau est
{e}. En effet, si a 6= e, ga 6= IdG puisque ga(e) = a · e = a 6= e. On a donc

G ' G/{e} ' G(G).

Tout groupe est donc isomorphe au groupe de ses translations à gauche. ♦

Théorème 6 (Second théorème d’isomorphisme) SoientN etH des sous-groupes deG. Si
N est distingué alors

H/H ∩N ' H ·N/N. (2.6)

Démonstration Comme nous l’avons vu au paragraphe précédent, N C H · N et
donc H ·N/N est un groupe. Soit π : H ·N → H ·N/N la surjection canonique et
φ : H→ H ·N/N sa restriction à H ⊂ H ·N. Comme π est un morphisme, φ en est
également un. D’une part, l’élément neutre de H ·N/N étant la classe e ·N = N, le
noyau de φ est l’ensemble des h ∈ H tels que φ(h) = π(h) = h ·N = N c’est donc
H ∩N. On en conclut Kerφ = H ∩N C H. D’autre part, pour tout h ∈ H, n ∈ N
on a π(h · n) = h · n · N = h · N = φ(h) et donc Imφ = Imπ = H · N/N. La
relation (2.6) suit du premier théorème s’isomorphisme. �

Exemple 35 Soient a,b ∈ Z et d = PGCD(a,b), M = PPCM(a,b). Comme

aZ ∩ bZ = MZ,
aZ+ bZ = dZ,

le second théorème d’isomorphisme donne

aZ/MZ = aZ/(aZ ∩ bZ) ' (aZ+ bZ)/bZ = dZ/bZ.

Comme d’autre part on a (c.f. exemple 26)

|aZ/MZ| = [aZ : MZ] = M/a,

et
|dZ/bZ| = [dZ : bZ] = b/d,

on peut en conclure que M/a = b/d, c’est-à-dire

ab = PGCD(a,b) PPCM(a,b).
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Théorème 7 (Troisième théorème d’isomorphisme) Si φ ∈ Hom(G,H) et K C H alors
l’application

ψ : G/φ−1(K) → H/K

g · φ−1(K) 7→ φ(g) · K,

est un morphisme injectif. De plus si φ est surjectif ψ est un isomorphisme, c’est-à-dire
que

G/φ−1(K) ' φ(G)/K.

Démonstration Soit π : H → H/K la surjection canonique. φK = π ◦ φ est un
morphisme (surjectif si φ est surjectif) dont le noyau est

KerφK = {a ∈ G |φ(a) · K = e · K} = {a ∈ G |φ(a) ∈ K} = φ−1(K).

On a donc G/φ−1(K) ' ImφK. La décomposition canonique

G
φK→ H/K

π ↓ ↑ iImφK
G/φ−1(K)

φ̄K→ ImφK

définit donc un morphisme injectif ψ = iImφK ◦ φ̄K : G/φ−1(K) → H/K. Si φ est
surjectif, ce morphisme est bijectif et on a alors G/φ−1(K) ' φ(G)/K. �

2.3.4 Groupes cycliques

Si G est un groupe et a ∈ G l’application φa : Z → G définie par φa(n) = an

est un morphisme du groupe additif Z dansG puisqueφa(n)·φa(m) = φa(n+m).
Son image Imφa = {an |n ∈ Z} est donc un sous-groupe de G. De plus, si H est un
sous-groupe de G contenant a, il doit aussi contenir a−1 et donc an pour tout les
n ∈ Z. Imφa est donc le plus petit sous-groupe de G contenant a.

Définition 8 1. Soit G un groupe et a ∈ G. On appelle sous-groupe de G engendré par
a et on note (a) le plus petit sous-groupe de G contenant a

(a) = {an |n ∈ Z}.

2. Si le groupe (a) est fini on appelle ordre de a ∈ G et on note ω(a) l’ordre de (a).
Sinon on dit que a est d’ordre infini.

3. Un groupe G est cyclique s’il est engendré par un de ses éléments, c’est-à-dire s’il
existe a ∈ G tel que G = (a).

La = Kerφa = {n ∈ Z |an = e} est un sous-groupe de Z. Si La = {0}, φa : Z→
(a) est un isomorphisme et a est d’ordre infini. Dans le cas contraire, La = nZ pour
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un entier n = min{k ∈ Z |k > 0,ak = e} > 0 et (a) ' Z/nZ = Zn. On en conclut
que a est d’ordre fini ω(a) = |(a)| = |Zn| = n et donc La = ω(a)Z,

(a) = {e,a, . . . ,aω(a)−1},

et aω(a) = e. On en conclut :

Théorème 8 Si G est un groupe cyclique alors soit G est infini et isomorphe à Z soit
|G| = n et G est isomorphe à Zn pour un entier n > 0.

Exemple 36 Dans le groupe multiplicatif C∗ considérons l’élément a = e2πi/n. On
a ak = 1 si et seulement si k ∈ nZ et donc La = nZ, ω(a) = n et

(a) = {1,a,a2, . . . ,an−1}.

Comme (ak)n = 1 le groupe (a) coincide avec l’ensemble Cn des n racines n-èmes
de l’unité. Cn est donc un groupe cyclique d’ordre n et tout groupe cyclique d’ordre
n lui est isomorphe.

Une racine n-ème de l’unité ξ est dite primitive si Cn = (ξ). Par exemple i et −i

sont des racines 4-ème primitives de l’unité. ♦

Théorème 9 Si G est un groupe fini et a ∈ G alors a|G| = e.

Démonstration Le théorème 2 permet de conclure queω(a) = |(a)| est un diviseur
de |G|. En particulier, a|G| = (aω(a))|G|/ω(a) = e. �

Exemple 37 Si H ⊂ C∗ est un sous-groupe fini d’ordre n alors H = Cn. Preuve :
par le résultat précédent on doit avoir an = 1 pour tout a ∈ H et donc H ⊂ Cn.
Comme |Cn| = |H| = n on peut conclure que H = Cn. ♦

Théorème 10 Si l’ordre d’un groupe fini est un nombre premier ce groupe est cyclique.

Démonstration Il existe a ∈ G tel que a 6= e et donc |(a)| > 1. Comme |(a)| divise
p, on doit donc avoir |(a)| = p et par conséquent (a) = G. �

Soient a,b ∈ G des éléments d’ordre fini qui commutent, a · b = b · a. Alors
a · b est d’ordre fini et ω(a · b) divise ω(a)ω(b). En effet,

(a · b)ω(a)ω(b) = (aω(a))ω(b) · (bω(b))ω(a) = e,

montre que ω(a)ω(b) ∈ La·b = ω(a · b) ·Z. On peut conclure que ω(a)ω(b) est
un multiple de ω(a · b).

Comme e = ((a · b)ω(a·b))ω(a) = (aω(a))ω(a·b) · bω(a·b)ω(a) = bω(a·b)ω(a)

on conclut queω(b) diviseω(a ·b)ω(a). Siω(a) etω(b) sont premiers entre eux,
on peut conclure que ω(b) divise ω(a · b). En interchangeant les rôles de a et b
on montre aussi que ω(a) divise ω(a · b) et donc que ω(a)ω(b) divise ω(a · b).
Comme nous savons déjà que ω(a)ω(b) est un multiple de ω(a · b) nous pouvons
conclure que ω(a)ω(b) est égal à ω(a · b). Nous avons donc démontré le lemme
suivant.
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Lemme 2 Si a,b ∈ G sont des éléments d’ordre fini tels que a · b = b · a on a :
i. a · b est d’ordre fini etω(a · b) diviseω(a)ω(b).

ii. Siω(a) etω(b) sont premiers entre eux, alorsω(a · b) = ω(a)ω(b).

Lorsqueω(a) etω(b) ne sont pas premiers entre eux il est possible queω(a ·b)
soit strictement plus petit que ω(a)ω(b), comme le montre l’exemple b = a−1.

2.3.5 Groupes diédraux
L’application φ : R→ O(2) qui à x associe la rotation d’angle x

φ(x) =

(
cos x − sin x
sin x cos x

)
,

est un morphisme dont l’image est l’ensemble de toutes les rotations du plan, c’est-
à-dire le sous-groupe SO(2). Son noyau Kerφ est l’ensemble des x tels que cos x = 1
et sin x = 0, c’est-à-dire Kerφ = 2πZ. On a donc, compte tenu de l’exemple 31

SO(2) ' R/2πZ ' S1.

L’isomorphisme µ : S1 → SO(2) est donné explicitement par

µ(x+ iy) =

(
x −y

y x

)
.

Par cet isomorphisme, tout sous-groupe fini de S1 se transforme en un sous-groupe
fini de SO(2) et réciproquement, tout sous-groupe fini de S1 est l’image par l’iso-
morphisme réciproque µ−1 d’un sous-groupe fini de SO(2). Comme nous savons
(exemple 37) que le seul sous-groupe d’ordre m de S1 est le groupe cyclique Cm
engendré par e2πi/m, nous pouvons conclure que le seul sous-groupe d’ordre m de
SO(2) est le groupe Rm = µ(Cm) et que ce dernier est cyclique, engendré par la
rotation ρm = µ(e2πi/m) d’angle 2π/m. On a donc Rm = {I, ρm, . . . , ρm−1

m }, avec

ρm =

(
cos 2π/m − sin 2π/m
sin 2π/m cos 2π/m

)
.

Le groupe O(2) admet-il d’autres sous-groupes fini ? Pour répondre à cette question,
supposons que H soit un sous-groupe d’ordre m de O(2) distinct de Rm et posons
H± = {u ∈ H | detu = ±1}. Alors H+ = H ∩ SO(2) est un sous-groupe fini
de SO(2), et donc H+ = Rn pour un entier n > 0. On note que n = m est exclu
puisque dans ce cas on auraitH = H+ = Rm contrairement à notre hypothèse. On a
donc n < m et par conséquent il existe σ ∈ H− = H\H+. σ est une transformation
orthogonale de plan de déterminant −1, c’est-à-dire une réflexion. La translation à
gauche de H associée gσ : a 7→ σa est une bijection de H dans lui-même. De plus la
relation

detgσ(a) = det(σa) = detσ deta = − deta,
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implique que gσ(H+) ⊂ H− et donc |H+| 6 |H−| ainsi que gσ(H−) ⊂ H+ et donc
|H−| 6 |H+|. On conclut que |H+| = |H−|, quem doit être pair, que n = m/2 et que
H− = gσ(H

+) = {σ,σρn, . . . ,σρn−1
n }. H est engendré par les deux éléments ρn et

σ, H = {ρkn,σρkn |k = 0, . . . ,n− 1}, on l’appelle groupe diédral de degré n déterminé
par σ et on le note Dn(σ).
σ est une réflexion, et donc σ2 = I. Il en est de même de ρnσ et ρnσρnσ = I

est équivalent à σρnσ = ρ−1
n ou encore à σρn = ρ−1

n σ. Notons que ρn = ρ−1
n si et

seulement si n = 1, 2. Le groupe Dn(σ) est donc abélien si n = 1, 2 et non-abélien
si n > 3. Les trois relations

ρnn = I, σ2 = I, σρnσ = ρ−1
n , (2.7)

déterminent complètement la structure algébrique du groupe Dn(σ). En effet, elles
permettent de calculer tous les produits

ρknρ
l
n = ρk+l

n ,
ρkn(σρln) = σ(σρknσ)ρln = σ(σρnσ)kρln = σρ−k+l

n ,
(σρkn)ρln = σρk+l

n ,
(σρkn)(σρln) = (σρknσ)ρln = (σρnσ)kρln = ρ−k+l

n .

En particulier, les groupes diédraux de degré n sont tous isomorphes, un isomor-
phisme φ : Dn(σ) → Dn(σ ′) étant déterminé par φ(ρkn) = ρkn et φ(σρkn) = σ ′ρkn.
Si

σ =

(
−1 0
0 1

)
,

nous dirons queDn(σ) est le groupe diédral de degrén que nous noterons simplement
Dn.

Théorème 11 Les seuls sous-groupe d’ordrem du groupeO(2) sont :

i. Rm = {ρkm |k = 0, . . . ,m − 1}, le groupe cyclique engendré par la rotation ρm
d’angle 2π/m.

ii. Sim est pair,Dm/2(σ) = {ρkm/2,σρ
k
m/2 |k = 0, . . . ,m/2−1} les groupes diédraux

de degrém/2 déterminés par une réflexion σ.

2.3.6 Produit direct
Soient G1, . . . ,Gn des groupes. Le produit cartésien

G = G1 × · · · ×Gn,

est un groupe pour la loi de composition

(a1, . . . ,an) · (b1, . . . ,bn) = (a1 · b1, . . . ,an · bn).
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L’élément neutre est e = (e, · · · , e) et l’élément symétrique de (a1, . . . ,an) est
(a−1

1 , . . . ,a−1
n ).

Les applications Ji : Gi → G définies par Ji : a 7→ (e, . . . ,a, . . . , e) sont des
morphisme injectifs. Les images Ĝi = Ji(Gi) sont donc des sous-groupes de G, tels
que Ĝi ' Gi. On vérifie facilement que si a ∈ G et bi ∈ Gi on a

ja ◦ Ji(bi) = a · Ji(bi) · a−1 = Ji ◦ jai(bi),

d’où l’on conclut que a · Ĝi · a−1 = Ĝi, c’est-à-dire que Ĝi C G.
Soit Ĝ = Ĝ1 × · · · × Ĝn le produit cartésien des sous-groupes Ĝi. L’application

φ : Ĝ→ G donnée par

φ(â1, â2, . . . , ân) = â1 · â2 · · · ân,

est un morphisme. On a φ(J1(a1), . . . , Jn(an)) = (a1, . . . ,an) et donc φ est sur-
jectif. D’autre part Kerφ = {(e, . . . , e)} implique que φ est injectif. C’est donc un
isomorphisme. La représentation d’un élément a ∈ G comme produit

a = â1 · â2 · · · ân,

d’éléments des sous-groupes Ĝi est donc unique. Ces observations motivent la défi-
nition suivante.

Définition 9 Soient G un groupe et G1,G2, . . . ,Gn des sous-groupes. On dit que G est
le produit direct des Gi, et on écrit

G =

n⊗
i=1

Gi

si l’application φ : G1 × · · · × Gn → G définie par φ(a1, . . . ,an) = a1 · · ·an est un
isomorphisme.

Si G est le produit direct des sous-groupes Gi et si G ' H, il existe un iso-
morphisme ψ : G → H et les images Hi = ψ(Gi) sont des sous-groupes de H.
L’application ψ̌ :H1 × · · · ×Hn → G1 × · · · ×Gn définie par

ψ̌(a1, . . . ,an) = (ψ−1(a1), . . . ,ψ−1(an)),

est un isomorphisme. Le diagramme

G1 × · · · ×Gn φ→ G

↑ ψ̌ ↓ ψ
H1 × · · · ×Hn → H

définit un isomorphisme H1×· · ·×Hn → H qui montre que H est le produit direct
des sous-groupes Hi.
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Théorème 12 Soient G un groupe et G1,G2, . . . ,Gn des sous-groupes. G est le produit
direct des sous-groupes Gi si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

i. Gi C G pour i = 1, . . . ,n.
ii. G = G1 ·G2 · · ·Gn.

iii. Gi ∩G1 · · ·Gi−1 ·Gi+1 · · ·Gn = {e} pour i = 1, . . . ,n.

Démonstration Supposons que G soit le produit direct des Gi et posons

G̃ = G1 × · · · ×Gn, G̃i = Ji(Gi).

Soit φ soit l’isomorphisme de la définition 9. Comme remarqué précédemment,
G̃i C G̃ et donc Gi = φ(G̃i) C φ(G̃) = G. On vérifie facilement que

G̃ = G̃1 · G̃2 · · · G̃n, G̃i ∩ G̃1 · · · G̃i−1 · G̃i+1 · · · G̃n = {e}.

Ces deux propriétés se transportent par φ pour donner les conditions i et ii.
Réciproquement, supposons les conditions i, ii et iii satisfaites. Si ai ∈ Gi et

bj ∈ Gj on a

ai · bj · a−1
i · b−1

j = (ai · bj · a−1
i ) · b−1

j = ai · (bj · a−1
i · b−1

j ),

et comme Gi et Gj sont distingués on peut conclure que ai ·bj ·a−1
i ·b−1

j ∈ Gi∩Gj.
Si i 6= j, alors Gj ⊂ G1 · · ·Gi−1 · Gi+1 · · ·Gn et la condition ii permet de conclure
que

ai · bj · a−1
i · b−1

j ∈ Gi ∩Gj ⊂ Gi ∩G1 · · ·Gi−1 ·Gi+1 · · ·Gn = {e}

c’est-à-dire que les éléments de deux sous-groupes distincts Gi 6= Gj commutent

ai · bj = bj · ai. (2.8)

Soit φ : G1 × · · · × Gn → G donnée par φ(a1, . . . ,an) = a1 · · ·an. Si a =

(a1, . . . ,an),b = (b1, . . . ,bn) ∈ G1 × · · · × Gn on a a · b = (a1 · b1, . . . ,an · bn)

et donc

φ(a · b) = (a1 · b1) · · · (an · bn)

= (a1 · · ·an) · (b1 · · ·bn)

= φ(a) · φ(b),

grâce à la propriété (2.8). φ est donc un morphisme.
φ est surjectif par la propriété i. Si a = (a1, . . . ,an) ∈ Kerφ, la propriété (2.8)

permet d’écrire, pour tout i = 1, . . .n,

a1 · · ·an = e,
ai · (a1 · · ·ai−1 · ai+1 · · ·an) = e,

a1 · · ·ai−1 · ai+1 · · ·an = a−1
i ∈ G1 · · ·Gi−1 ·Gi+1 · · ·Gn ∩Gi,

et donc ai = e par la propriété ii. On a donc Kerφ = {e} et φ est injective. C’est
donc un isomorphisme. �
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Remarque 3 Il est évident de la preuve précédente que le produit direct est commu-
tatif, c’est-à-dire que si G = G1 ⊗G2 alors on a aussi G = G2 ⊗G1.

Définition 10 Un groupe G est dit décomposable s’il existe des groupes H1,H2 d’ordres
supérieurs à 1 et tels que

G ' H1 ×H2.

Dans le cas contraire, on dit que G est indécomposable.

Comme nous l’avons vu au début de ce paragraphe, H1 × H2 est le produit di-
rect des sous-groupes Ĥ1 et Ĥ2. D’autre part si G = G1 ⊗ G2 il est par définition
isomorphe a G1 × G2. Un groupe est donc décomposable si et seulement si c’est un
produit direct de deux de ses sous-groupes d’ordres supérieurs à 1.

Si G = G1⊗G2, on a G = G1 ·G2 et G1,G2 sont distingués. Le second théorème
d’isomorphisme permet d’écrire

G/G2 ' G1/(G1 ∩G2),

et comme G1 ∩G2 = {e}, on conclut

(G1 ⊗G2)/G2 ' G1. (2.9)

Exemple 38 Soit G = C6 = {e,a, . . . ,a5} le groupe cyclique d’ordre 6. Les sous-
groupes G1 = {e,a2,a4} et G2 = {e,a3} sont cycliques d’ordre 3 et 2 respectivement.
G étant abélien, ces sous-groupes sont distingués.

On a G1 ·G2 = {e · e, e ·a3,a2 · e,a2 ·a3,a4 · e,a4 ·a3} = G, et donc la propriété
i du théorème 12. La propriété ii est évidente, G1 ∩G2 = {e}.

On a doncG = G1⊗G2 et commeG1 ' C3 etG2 ' C2 on a aussi C6 ' C3×C2.
Le groupe C6 est donc décomposable. ♦

Exemple 39 Soit G = {e,a,b, c} le petit groupe de Klein dont la table est donnée
par

· e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

On note que tous ses éléments distincts de l’élément neutre sont d’ordre 2. G n’est
donc pas cyclique.

Considérons les sous-groupes engendrés par a et b, G1 = {e,a}, G2 = {e,b}. On
a G1 ·G2 = {e · e, e · b,a · e,a · b} = G et G1 ∩G2 = {e}. G étant abélien on a donc
G = G1 ⊗ G2. Comme G1 ' G2 ' C2, on a aussi G ' C2 × C2. Le petit groupe de
Klein est donc décomposable.
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Si G3 = {e, c}, il est clair que nous pouvons montrer de manière analogue que
G = G1 ⊗ G3 = G2 ⊗ G3. La décomposition d’un groupe en produit direct de
sous-groupes n’est donc généralement pas unique ♦

Un groupe simple est nécessairement indécomposable. La réciproque est fausse
comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 40 Soit C4 = {e,a,a2,a3} le groupe cyclique d’ordre 4. Son unique sous-
groupe propre est {e,a2} ' C2.C4 n’est donc pas simple mais il est indécomposable.♦

2.4 Actions de groupe
Si X est un ensemble, SX dénote l’ensemble des bijections de X dans lui-même.

Les éléments de SX sont appelés permutations de X. SX est un groupe pour la com-
position des applications. Son élément neutre est l’identité IdX. Le symétrique d’une
permutation f est l’application réciproque f−1. Si f ∈ SX, on écrit son action sur
x ∈ X comme f : x 7→ fx.

2.4.1 Groupes de transformations
Soit X un ensemble. Un groupe de transformations de X est un sous-groupe de

SX. Un ensemble G d’applications de X dans lui-même est un groupe de transfor-
mations de X si et seulement si :

i. IdX ∈ G.
ii. Pour tout f,g ∈ G, on a f · g ∈ G.

iii. Pour tout f ∈ G, on a f−1 ∈ G.
Si G est un groupe de transformations de X, il en est de même de tout sous-groupe
de G.

Exemple 41 Le groupe G(G) des translations à gauche du groupe G est un groupe
de transformations de G lui-même. Il en est de même du groupe des translations
à droites D(G) = {da |a ∈ G} où da : x 7→ x · a−1. On vérifie aisément que
da ◦ db = da·b, de = IdG et da−1 = d−1

a . ♦

Exemple 42 Le groupe Aut(G) et son sous-groupe Int(G) sont eux aussi des groupes
de transformations du groupe G. ♦

Exemple 43 Si x ∈ X, Sx = {f ∈ SX | fx = x} est un groupe de transformations de
X.

i. IdX(x) = x, et donc IdX ∈ Sx.
ii. fgx = fx = x pour f,g ∈ Sx.

iii. f−1x = x pour f ∈ Sx.
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Sx est le groupe d’isotropie de x. ♦

Exemple 44 Soit P : X→ Y une application. L’ensemble

SP = {f ∈ SX |P(fx) = P(x) pour tout x ∈ X},

est un groupe de transformations de X.

i. P(IdX(x)) = P(x).

ii. P(fgx) = P(gx) = P(x).

iii. y = fx et P(x) = P(fx)⇒ P(f−1y) = P(y).

SP est le groupe d’invariance de P. ♦

Exemple 45 Dans l’espace vectoriel Rp+n on considère la forme quadratique non-
dégénérée

Q[x] = (x2
1 + · · ·+ x2

p) − (x2
p+1 + · · ·+ x2

p+n).

L’ensemble O(p,n) des applications linéaires a : Rp+n → Rp+n telles que

Q[Ax] = Q[x],

pour tout x est un groupe de transformations.

i. IdRn ∈ O(p,n).

ii. Q[abx] = Q[bx] = Q[x].

iii. a ∈ O(p,n) est non-singulière. En effet, si on dénote par q la matrice symé-
trique associée à Q, on doit avoir a>qa = q et comme detq = (−1)n 6= 0,
deta = ±1. On vérifie donc a−1 ∈ O(p,n) comme dans l’exemple précédent.

SO(p,n) = {a ∈ O(p,n) | deta = 1} est un sous-groupe. C’est donc aussi un
groupe de transformations de Rp+n.

Cas particuliers.

1. Si n = 0 on a q = IdRp et on retrouve le groupe orthogonal O(p).

2. Si p = 3 et n = 1, on obtient le groupe de Lorentz L.

3. Soit R4
+ = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
4 < 0, x4 > 0}. L’ensemble des

a ∈ L tels que
aR4

+ ⊂ R4
+,

est un sous-groupe L+ de L, le groupe de Lorentz orthochrone. ♦

Exemple 46 Dans le plan affine R2, soit Pn un polygone régulier à n sommets cen-
tré à l’origine. L’ensemble des transformations affines qui laissent Pn invariant est un
sous-groupe du groupe orthogonal O(2). C’est donc un groupe de transformation
du plan. Il est formé des rotations et des réflexions orthogonales qui transforment
Pn dans lui-même.
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ρ

σ6
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σ5

σ4

Fig. 2.2 – Transformations laissant l’hexagone et le pentagone invariant.

Il apparaît clairement dans la figure 2.2 que les rotations qui laissent invariant
Pn doivent avoir des angles de rotations multiples de 2π/n. On note également la
présence de n axes de symétrie σ1, . . . ,σn. Le groupe d’invariance de Pn est donc
un sous-groupe d’ordre 2n du groupe orthogonal O(2). Comme il ne contient pas
uniquement des rotations, c’est le groupe diédral Dn de la section 2.3.5.

2.4.2 Action d’un groupe sur un ensemble
On dit qu’un groupe G opère sur l’ensemble X s’il existe une application

G× X → X

(a, x) 7→ ax,

appelée action de G dans X, telle que :
i. a(bx) = (a · b)x pour tout a,b ∈ G et pour tout x ∈ X.

ii. ex = x pour tout x ∈ X.
La restriction d’une action de G dans X à un sous-groupe H de G définit évidement
une action de H dans X. Si G opère sur X, il en va donc de même pour tous ses
sous-groupes.

Etant donnée une action de G dans X, pour tout a ∈ G, on peut définir une
application θa : X 7→ X par θa(x) = ax. On a donc

θa ◦ θb(x) = θa(θb(x)) = aθb(x) = a(bx) = (a · b)x = θa·b(x),

pour tout x ∈ X et θe = IdX. Comme θa ◦ θa−1 = θa−1 ◦ θa = θe = IdX, θa est
bijective pour tout a ∈ G. L’application θ : a 7→ θa est donc un morphisme de G
dans SX et et son image Im θ est un groupe de transformations de X. Ce groupe est
isomorphe au groupe quotient G/Ker θ.
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Exemple 47 L’espace vectorielRn opère (comme groupe abélien) sur l’espace affine
Rn par l’action (a, x) 7→ x + a. Le morphisme θ es défini par θa(x) = x + a.
Son image est le groupe T(Rn) des translations de l’espace affine Rn. Son noyau est
trivial Ker θ = {0} c’est-à-dire que T(Rn) ' Rn. ♦

Exemple 48 Soient X et Y des ensembles et G un groupe de transformations de X.
G opère sur YX par l’action (af)(x) = f(a−1x). Dans ce cas on a donc θa(f) =

f ◦ a−1. ♦

Exemple 49 Un groupe G opère sur lui-même par ses translations à gauches

G×G → G

(a, x) 7→ ga(x) = a · x.

Dans ce cas θa = ga et nous avons déjà remarqué que θ : a 7→ ga est un isomor-
phisme de G dans G(G)(c.f. exemple 34). ♦

Exemple 50 Un groupeG opère également sur lui-même par ses translations à droite

G×G → G

(a, x) 7→ da(x) = x · a−1.

Dans ce cas θa = da et θ : a 7→ da est un isomorphisme de G dans D(G). ♦

Exemple 51 Le groupe Aut(G) opère naturellement sur G

Aut(G)×G → G

(φ, x) 7→ φ(x).

Dans ce cas, θ = iAut(G) est l’injection canonique de Aut(G) dans SG.
Cette action permet, via le morphisme j : G → Aut(G), de définir une autre

action de G dans lui-même

G×G → Aut(G)×G → G

(a, x) 7→ (ja,x) 7→ ja(x) = a · x · a−1 (2.10)

Dans ce cas θa = ja et, comme nous l’avons vu dans l’exemple 32, θ est un isomor-
phisme de G/Z(G) dans Int(G). ♦

Si le groupe G opère sur X, la relation définie par

xRGy⇔ il existe a ∈ G tel que y = ax,

est une relation d’équivalence :

i. x = ex⇒ xRGx.

ii. xRGy⇒ y = ax⇒ a−1y = a−1(ax) = ex = x⇒ yRGx.
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iii. xRGy et yRGz⇒ y = ax et z = by⇒ z = bax = (b · a)x⇒ xRGz.
La classe d’équivalence de x ∈ X pour RG est

Gx = {ax |a ∈ G},

qu’on appelleG-orbite de x. Le quotient X/RG est donc l’ensemble desG-orbites que
l’on note

Ω(X|G) = {Gx | x ∈ X}.

Un ensemble sur lequel opère un groupe G est donc naturellement partitionné en
G-orbites. On dit que G opère transitivement sur X si cette partition ne contient
qu’une seule orbite, c’est-à-dire si |Ω(X|G)| = 1.

Le stabilisateur de x ∈ X est Gx = {a ∈ G |ax = x}. C’est un sous-groupe de G :
i. a,b ∈ Gx ⇒ ax = x et bx = x⇒ (a · b)x = a(bx) = ax = x⇒ a · b ∈ Gx.

ii. ex = x⇒ e ∈ Gx.
iii. a ∈ Gx ⇒ ax = x⇒ x = a−1x⇒ a−1 ∈ Gx.
Deux éléments x et y d’une G-orbite ont des stabilisateurs isomorphes. En effet,
supposons que y = ax. Alors b ∈ Gy si et seulement si b(ax) = ax c’est à dire
(a−1·b·a)x = x ou encore a−1·b·a ∈ Gx. On peut donc conclure queGy = ja(Gx).
En particulier, si Gx est fini, on a |Gx| = |Gy|.

Un point fixe de a ∈ G est un élément x ∈ X tel que ax = x. On dénote par
Fixa l’ensemble des points fixes de a.

Théorème 13 La G-orbite d’un point x est équipotente au quotient G/Gx. En particu-
lier, elle est finie si et seulement si l’indice de Gx dans G l’est et on a alors

|Gx| = [G : Gx]. (2.11)

Démonstration Soient a,b ∈ G, alors

ax = bx ⇔ (a−1 · b)x = x ⇔ a−1 · b ∈ Gx ⇔ b ∈ aGx ⇔ aGx = bGx,

et l’application ϕ : Gx→ G/Gx donnée par ϕ(ax) = aGx est donc bijective. �

Un système de représentants deΩ(X|G) est un ensemble X ⊂ X contenant un et
un seul élément de chaque G-orbite.

Corollaire 2 Si le groupe fini G opère sur l’ensemble X et si X est un système de repré-
sentants deΩ(X|G), alors

|X| =
∑
x∈X

[G : Gx], (2.12)

si X est fini et ∑
x∈X

(1 −
1

|Gx|
) =

1
|G|

∑
a∈G\{e}

| Fixa|. (2.13)
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Démonstration Ω(X|G) étant une partition de X, la première assertion est une
conséquence directe de la formule 1.3.8.xi et du théorème 13.

Pour démontrer la seconde assertion, considérons l’ensemble

M = {(a, x) ∈ G \ {e}× X |ax = x}.

On a d’une part
M =

⋃
a∈G\{e}

{a}× Fixa,

et donc |M| =
∑
a∈G\{e} | Fixa| et d’autre part

M =
⋃
x∈X

(Gx \ {e})× {x},

et |M| =
∑
x∈X(|Gx| − 1) =

∑
ω∈Ω(X|G)

∑
y∈ω(|Gy| − 1). Commeω ∈ Ω(X|G) et

x,y ∈ ω impliquent que Gx ' Gy et donc |Gx| = |Gy| et |ω| = [G : Gx] = |G|/|Gx|

on obtient bien ∑
a∈G\{e}

| Fixa| = |M| =
∑
x∈X

|G|(1 −
1

|Gx|
).

�

Exemple 52 Considérons l’action naturelle du groupe diédral G = D4 sur l’en-
semble X = {1, 2, 3, 4} des sommets d’un carré. Si on note ρ la rotation d’angle
π/2 autour de l’origine O du plan affine (voir figure 2.3) et σ la réflexion à l’axe de
symétrie parallèle au coté 12 on a G = {I, ρ, ρ2, ρ3,σ,σρ,σρ2,σρ3}.

σ

1

43

2

O

ρ

Fig. 2.3 – Le groupe D4 agit naturellement sur l’ensemble des sommet d’un carré.

L’action de ρ et σ sur X est décrite par les permutations

ρ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, σ =

(
1 2 3 4
4 3 2 1 ).
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On a par exemple ρ3 = 4, σ2 = 3 et σρ31 = σρ22 = σρ3 = σ4 = 1. On remarque
que sous l’action répétée de ρ on a 1 7→ 2 7→ 3 7→ 4. On a donc G1 = X, il n’y a
qu’une seule G-orbite et G agit transitivement sur X.

La seule rotation laissant le sommet 1 fixé est I. La seule réflexion est celle d’axe
13, c’est-à-dire σρ3. Le stabilisateur du sommet 1 est donc G1 = {I,σρ3}. Les classes
à gauche de G1 sont

IG1 = σρ3G1 = {I,σρ3},
ρG1 = σρ2G1 = {ρ,σρ2},
ρ2G1 = σρG1 = {ρ2,σρ},
ρ3G1 = σG1 = {ρ3,σ}.

En particulier on vérifie la formule (2.12) : 4 = |G1| = [G : G1] = |G|/|G1| = 8/2.
On note finalement que Fix I = 4, Fixa = 2 si a est une réflexion par rapport à une
des diagonales du carré et Fixa = 0 dans tous les autres cas. On a donc

1
2

= 1 −
1

|G1|
=

1
|G|

∑
a∈G\{e}

| Fixa| =
1
8
(3 · 0 + 2 · 2 + 2 · 0),

conformément à la formule (2.13). ♦

2.4.3 Classes de conjugaison
SoitG un groupe. Deux éléments a,b ∈ G sont conjugués s’il existe u ∈ G tel que

a · u = u · b, c’est-à-dire a = ju(b). Similairement, deux sous-ensembles A,B ⊂ G
sont dits conjugués si A = ju(B) pour un élément u ∈ G.

Nous avons vu dans l’exemple 51 que G opère sur lui-même par l’action (2.10).
La G-orbite de a ∈ G pour cette action, {u · a · u−1 |u ∈ G}, est appelée classe
de conjugaison de a. G est donc partitionné en classes de conjugaison. La classe de
conjugaison de e est {e}. Plus généralement, la classe de conjugaison d’un élément
a ∈ G est réduite à {a} si et seulement si a ·u = u ·a pour tous les u ∈ G, c’est-à-dire
si a ∈ Z(G). Si G est abélien, Z(G) = G et toutes les classes de conjugaison sont
réduites à un élément.

Le stabilisateur de a ∈ G pour l’action (2.10) est appelé centralisateur de a et est
noté Na. C’est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec a

Na = {x ∈ G | xa = ax},

et donc Z(G) ⊂ Na. Si G est abélien on a donc Na = G pour tout a ∈ G. Le
théorème 13 et son corollaire 2 donnent dans ce contexte

Théorème 14 Soit G un groupe fini et X un ensemble de représentants de ses classes de
conjugaison. On a alors l’équation des classes de G

|G| =
∑
x∈X

[G : Nx] = |Z(G)| +
∑

x∈X\Z(G)

[G : Nx],
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où |Z(G)| et |[G : Nx]| sont des diviseurs de |G| et |[G : Nx]| > 1 pour tous les représen-
tants x ∈ X \ Z(G).

L’équation des classes d’un groupe abélien est triviale. Par contre, comme nous
le verrons au paragraphe suivant, elle fournit des informations intéressantes lorsque
G n’est pas abélien.

Exemple 53 Considérons le groupe diédral Dn = {ρk,σρk |k = 0, . . .n − 1}. On
calcule aisément, à l’aide des relations (2.7) les classes de conjugaison de Dn,

jρk(ρ
l) = ρkρlρ−k = ρl,

jρk(σρ
l) = ρk(σρl)ρ−k = σ(σρkσ)ρl−k = σρl−2k,

jσρk(ρ
l) = σρkρlρ−kσ = ρ−l,

jσρk(σρ
l) = σρk(σρl)ρ−kσ = σρk(σρl−kσ) = σρ2k−l.

Si n = 2N est pair, les rotations se groupent enN−1 classes contenant chacune 2 élé-
ments mutuellement réciproques et deux classe contenant un seul élément, l’identité
I et la rotation d’angle π, ρN = −I (symétrie centrale),

{I}, {ρ, ρ−1}, {ρ2, ρ−2}, . . . , {ρN−1, ρ−(N−1)}, {ρN}.

Les réflexions forment 2 classes de N éléments

{σρ2k |k = 0, . . . ,N− 1}, {σρ2k+1 |k = 0, . . . ,N− 1}.

Le centre du groupe est dans ce cas formé de deux éléments

Z(D2N) = {I, −I}.

L’équation des classes est donc

n = 4N = 2 + (N− 1) · 2 + 2 ·N.

Lorsque n = 2N+ 1 est impair, les rotations forment N classes de deux éléments et
une seule classe d’un élément,

{I}, {ρ, ρ−1}, {ρ2, ρ−2}, . . . , {ρN, ρ−N}.

Les réflexions ne forment alors plus qu’une classe de 2N éléments

{σρk |k = 0, . . . ,n− 1}.

Dans ce cas le centre se réduit à l’identité

Z(D2N+1) = {I},

et l’équation des classes est

n = 2N+ 1 = 1 +N · 2 + 1 · 2N.

♦
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2.5 Groupes finis

2.5.1 Exposant d’un groupe fini

Soient G un groupe fini, a ∈ G et ω(a) son ordre. La = {n ∈ Z |an = e}

est un sous-groupe du groupe additif Z. Il est engendré par ω(a) et comme ω(a)

divise |G| on a La = ω(a)Z ⊃ |G|Z. L’intersection de la famille (La)a∈G est donc
un sous-groupe non-trivial de Z et il existe un diviseur M de |G| tel que

L =
⋂
a∈G

La = {n ∈ Z |an = e pour touta ∈ G} = MZ ⊃ |G|Z.

L’entier M peut donc s’exprimer comme

M = min{n ∈ L |n > 0} = min{n > 0 |an = e pour touta ∈ G}, (2.14)

c’est le plus petit entier positif tel que aM = e pour tout a ∈ G. D’autre part,

MZ =
⋂
a∈G

ω(a)Z,

permet de conclure que

M = PPCM{ω(a) |a ∈ G}. (2.15)

L’entier M est appelé exposant du groupe G et noté expG.

Exemple 54 Si G est cyclique d’ordre n, et a un générateur, on a xn = e pour tout
x ∈ G, mais al 6= e pour 1 6 l < n. Il suit de (2.14) que expG = n. ♦

Si H est un sous-groupe de G, alors

expHZ =
⋂
a∈H

ω(a)Z ⊃
⋂
a∈G

ω(a)Z = expGZ,

et donc expH divise expG.

Exemple 55 Si n est pair, expDn = n. En effet, pour k = 0, . . . ,n−1 on a (ρk)n =

(ρn)k = I et (σρk)n = ((σρk)2)n/2 = I alors que ρl 6= I pour 1 6 l < n.
Si n est impair, expDn = 2n. Pour k = 0, . . . ,n − 1 on a (ρk)2n = (ρn)2k = I

et (σρk)2n = ((σρk)2)n = I alors que ρl 6= I pour 1 6 l < n, σn = σ 6= I et ρl 6= I

pour n+ 1 6 l < 2n.
Dans les deux cas, le sous-groupe des rotations Rn = (ρ) ⊂ Dn est cyclique

d’ordre n et donc exp Rn = n divise expDn. ♦



46 CHAPITRE 2. GROUPES

Si φ : G → H est un morphisme, alors an = e implique φ(a)n = φ(an) =

φ(e) = e c’est-à-dire que La ⊂ Lφ(a). De

Exp(Imφ)Z =
⋂
a∈G

Lφ(a) ⊃
⋂
a∈G

La = ExpGZ,

nous pouvons conclure que Exp(Imφ) divise ExpG. Si φ est surjectif, ExpH divise
donc ExpG. Si φ est injectif, φ(a)n = e implique φ(an) = e et donc an = e. Dans
ce cas on a La = Lφ(a) et Exp(Imφ) = ExpG. Comme Imφ est un sous-groupe de
H, ExpG divise donc ExpH. En particulier, si φ est un isomorphisme, c’est-à-dire
si G ' H, on a ExpG = ExpH.

Si H C G, le résultat précédent s’applique au morphisme surjectif π : G→ G/H

et montre que ExpG/H divise ExpG.

Théorème 15 Soit G un groupe fini et ExpG son exposant.

i. Pour tout a ∈ G, aExpG = e et si an = e pour tout a ∈ G, n est un multiple de
ExpG.

ii. ExpG = PPCM{ω(a) |a ∈ G}.

iii. ExpG divise |G|.

iv. Si H est un sous-groupe de G, ExpH divise ExpG.

v. Si H C G, ExpG/H divise ExpG.

vi. Si φ ∈ Hom(G,H), Exp(Imφ) divise ExpG. Si φ est surjectif, ExpH divise
ExpG. Si φ est injectif, ExpG divise ExpH.

vii. Si H ' G, ExpH = ExpG.

2.5.2 Exposant d’un groupe abélien fini

Soit G un groupe abélien fini et p un nombre premier tel que pl divise expG
pour un entier l > 1. Comme expG = PPCM{ω(a) |a ∈ G}, il existe un a ∈ G
tel que pl divise ω(a). Soit k = ω(a)/pl, alors b = ak est d’ordre pl. En effet, on
a d’une part bpl = akp

l
= aω(a) = e et d’autre part, pour j = 1, 2, . . . ,pl − 1, on

a bj = ajk 6= e puisque jk < ω(a). Soit maintenant n un diviseur de expG. Alors
n = pl1

1 p
l2
2 · · ·plrr où les pi sont des diviseurs premiers de expG et li > 1. Pour

chaque i il existe un élément bi ∈ G d’ordre plii . L’invocation répétée du lemme 2
montre que b1·b2 es d’ordre pl1

1 p
l2
2 , b1·b2·b3 d’ordre pl1

1 p
l2
2 p

l3
3 ,..., et donc b1·b2 · · ·br

d’ordre n.

Lemme 3 Soit G un groupe abélien fini. Si n divise expG, il existe un élément d’ordre
n dans G.

En particulier, G contient un élément d’ordre expG, et la relation (2.15) permet
ce conclure :
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Corollaire 3 Si G est un groupe abélien fini, alors

expG = max{ω(a) |a ∈ G}.

En particulier, ExpG = |G| si et seulement si G est cyclique.

Corollaire 4 Si G est un groupe abélien fini, |G| divise une puissance de ExpG.

Démonstration Par induction sur |G|. Si |G| = 1, on a G = {e} et par conséquent
ExpG = 1. Supposons que pour tout groupe abélien G tel que |G| < N, |G| divise
une puissance de ExpG. Soit G un groupe abélien d’ordre N. Si G est cyclique,
ExpG = |G| et donc |G| divise ExpG. Si G n’est pas cyclique, il contient un élément
a 6= e tel que ω(a) = ExpG < |G|. Le groupe H = G/(a) est abélien d’ordre
|H| = [G : (a)] = |G|/|(a)| = |G|/ω(a) = |G|/ExpG < |G| = N. L’hypothèse
d’induction implique que |H| divise une puissance de ExpH. Il existe donc des entiers
l et k tels que (ExpH)k = l|H| = l|G|/ExpG. Comme H est un quotient de G,
ExpH divise ExpG et ExpG = mExpH pour un entier m. On a donc

(ExpG)k = mk(ExpH)k = mkl|G|/ExpG,

d’où on peut conclure que |G| divise (ExpG)k+1 terminant ainsi l’induction. �

Le lemme 3 et son corollaire 3 sont faux si on supprime l’hypothèse que G est
abélien. Un contre-exemple est donné par le groupe diédral D9. D’après l’exemple
55, on a ExpD9 = 18. Les rotations de D9 sont toutes d’ordre 9 sauf I d’ordre 1
et ρ3

9 d’angle 2π/3 et ρ6
9 d’angle 4π/3 qui sont d’ordre 3. Les réflexions de D9 sont

quand-à-elles d’ordre 2. Il n’y a donc aucun élément d’ordre 6 dans D9, bien que
6 soit un diviseur de 18. De manière plus générale, si n est impair on a, toujours
d’après l’exemple 55, ExpDn = 2n alors qu’on vérifie aisément que

max{ω(a) |a ∈ Dn} = n,

pour n > 2.

2.5.3 p-groupes

Nous savons qu’un groupe d’ordre premier est cyclique. Les groupes dont l’ordre
est une puissance positive d’un nombre premier ne sont pas nécessairement cycliques
comme le montre le groupe d’ordre 4 = 22 de l’exemple 39. Ils jouent toutefois
un rôle important dans l’étude des groupes finis, et particulièrement des groupes
abéliens.

Un groupe fini G est un p-groupe si |G| = pn pour un nombre premier p et un
entier n > 0. Si H est un sous-groupe du p-groupe G, son ordre divise pn. On a
donc |H| = pm pour un entier m 6 n. Un sous-groupe d’un p-groupe est lui-même
un p-groupe. En particulier, le sous-groupe (a) engendré par un élément quelconque
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a ∈ G est un p-groupe. L’ordre de a est donc une puissance de p. Si H est distingué
dans G, l’ordre du groupe quotient G/H est [G : H] = |G|/|H| = pn−m. Le quotient
d’un p-groupe est donc aussi un p-groupe.

Si G est un p-groupe d’ordre supérieur à un, son centre est non-trivial : Z(G) 6=
{e}. En effet, p divise |G| et tous les [G : Nx], x ∈ X \ Z(G). L’équation des classes
implique que p divise aussi |Z(G)| et donc que |Z(G)| > 1. Si G n’est pas abélien, on
a de plus Z(G) 6= G et donc Z(G) est un sous-groupe propre distingué de G.

Corollaire 5 Un p-groupe non-abélien n’est pas simple. Son centre Z(G) est un sous-
groupe propre distingué.

Considérons maintenant le cas d’un p-groupe abélien G d’ordre pn. Si n = 1,
G n’a pas de sous-groupe propre, il est donc simple. Si n > 1 et G est cyclique,
G = (a) = {e,a, . . . ,apn−1} et apn = e. Donc apn−1 engendre un sous-groupe
cyclique (ap

n−1
) = {e,apn−1 , . . . ,a(p−1)pn−1

} d’ordre p et G n’est pas simple. Si au
contraire G n’est pas cyclique il contient un élément a 6= e tel que (a) 6= G. G n’est
donc pas simple.

Corollaire 6 Un p-groupe G est simple si et seulement si |G| = p. Dans ce cas il est
cyclique G ' Cp.

Un groupe G est résoluble s’il existe une suite décroissante de sous-groupes

G = G0 B G1 B · · · B Gn−1 B Gn = {e},

telle que pour tout i = 1, . . . ,n le groupe quotient Fi = Gi−1/Gi, soit abélien. Les
groupes résolubles jouent un rôle important notamment dans la théorie de Galois
des équations algébriques.

Théorème 16 Un p-groupe est résoluble.

Démonstration Si |G| = 1 cette assertion est évidente, {e} = G = G0 B G1 = {e}

implique que F1 = {e}. Supposons donc que l’assertion est vraie pour tous les p-
groupes d’ordre inférieur à pn et soit G un p-groupe d’ordre pn. Le centre de G
étant non-trivial on a |Z(G)| = pr avec r > 0 et donc [G : Z(G)] = pn−r. Le
quotient G/Z(G) est donc un p-groupe d’ordre inférieur à pn et par conséquent il
est résoluble. Il existe donc une suite

G/Z(G) = Q0 B Q1 B · · · B Qn−1 B Qn = {e · Z(G)},

telle que les quotients Qi−1/Qi soient abéliens.
Soit π : G → G/Z(G) la surjection canonique. π étant un morphisme les pré-

images Gi = π−1(Qi) sont des sous-groupes de G. On a G0 = π−1(G/Z(G)) = G et
Gn = π−1({e · Z(G)}) = Z(G).
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Soit φ la restriction de π a Gi−1. C’est donc un morphisme surjectif de Gi−1

dans Qi−1 et φ−1(Qi) = π−1(Qi) = Gi. Comme on a Qi C Qi−1, il suit que
φ−1(Qi) C Gi−1 (c.f. paragraphe 2.3.2) et donc Gi C Gi−1.

Soit ρ : Qi−1 → Qi−1/Qi la surjection canonique, le morphisme

ρ ◦ φ : Gi−1 → Qi−1/Qi,

est donc lui aussi surjectif. Qi étant le noyau de ρ, le noyau de ρ ◦ φ est φ−1(Qi) =

Gi. On a donc un isomorphisme Gi−1/Gi ' Qi−1/Qi. Le quotient Qi−1/Qi étant
abélien, Gi−1/Gi l’est aussi pour i = 1, . . . ,n.

Finalement, le centre Z(G) étant abélien, on a Gn = Z(G) C Gn+1 = {e} avec
un quotient Gn/Gn+1 ' Z(G) abélien. La suite

G = G0 B G1 B · · · B Gn−1 B Gn B Gn+1 = {e},

a donc toutes les propriétés requises, ce qui termine l’induction. �

Un sous-groupe H d’un groupe G est appelé p-sous-groupe si c’est un p-groupe
et p-sous-groupe de Sylow si c’est un p-sous-groupe maximal, c’est-à-dire s’il contient
tous les p-sous-groupes de G.

2.5.4 p-groupes abéliens
Nous avons déjà remarqué que le groupe C4 était indécomposable (exemple 40).

De manière plus générale, nous allons voir que les p-groupes cycliques sont indé-
composables. Ils forment les constituants élémentaires des p-groupes abéliens : tout
p-groupe abélien se décompose en un produit direct de p-sous-groupes cycliques.

Théorème 17 Un p-groupe cyclique est indécomposable.

Démonstration Supposons au contraire que le groupe cyclique G, d’ordre pn, se
décompose en produit direct G = G1 ⊗ G2 de 2 sous-groupes d’ordres respectifs pk

et pn−k tels que 0 < k < n. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer
que k > n − k. Soit a ∈ G un générateur. On a a = a1 · a2 avec ai ∈ Gi et par
conséquent

ap
k

= a
pk

1 · ap
k

2 = a
pk

1 · (ap
n−k

2 )p
2k−n

= e · ep2k−n

= e · e = e,

et comme pk < pn = |G|, ceci est une contradiction. �

Lemme 4 Soit G un p-groupe abélien et a ∈ G tel que ω(a) = ExpG. Tout q ∈
G/(a) possède un représentant b ∈ G tel queω(b) = ω(q).

Démonstration G et G/(a) étant des p-groupe on a ω(a) = ExpG = pN et
ω(q) = pr pour des entiers N et r. On note également que

ω(q) 6 ω(b), (2.16)
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pour tout représentant b de q. En effet qk = eG/(a) si et seulement si bk ∈ (a) et
donc

prZ = ω(q)Z = {k ∈ Z |bk ∈ (a)} ⊃ {k ∈ Z |bk = e} = ω(b)Z,

implique que ω(q) divise ω(b).
Soit b0 ∈ G un représentant de q d’ordre ω(b0) = pn. Le corollaire 3 et l’inéga-

lité (2.16) impliquent r 6 n 6 N. Comme bp
r

0 ∈ (a), il existe un entier l tel que
b
pr

0 = al. De plus
e = b

pn

0 = (bp
r

0 )p
n−r

= alp
n−r

,

implique que pN divise lpn−r. On peut donc écrire l = jpN−n+r avec un entier j
et obtenir ainsi bp

r

0 = (ajp
N−n

)p
r . En posant b = b0a

−jpN−n nous obtenons donc
un représentant de q tel que bpr = e c’est-à-dire tel que ω(b) divise pr = ω(q).
L’inégalité (2.16) permet de conclure que ω(b) = ω(q). �

Théorème 18 Tout p-groupe abélien G est décomposable en produit direct de p-sous-
groupes cycliques

G = G1 ⊗G2 ⊗ · · · ⊗Gr.
Démonstration Par induction sur |G|. Si |G| = p, G est lui-même cyclique. Suppo-
sons l’assertion vraie pour tous les p-groupes abéliensG d’ordre |G| < pN. SoitG un
p-groupe abélien d’ordre pN. Si ExpG = pN, G est cyclique d’après le corollaire 3
et il n’y a rien à démontrer. Supposons que ExpG = pn1 < pN. D’après le lemme 3
il existe un élément a1 ∈ G d’ordre maximal, c’est-à-dire tel que ω(a1) = ExpG =

pn1 > 1. Le p-sous-groupe cyclique G1 = (a1) est donc un sous-groupe propre de G.
On dénote par π : G → G/G1 la surjection canonique. Le quotient Q = G/G1 est
un p-groupe d’ordre strictement inférieur à pN puisque

|Q| = [G : G1] = |G|/|G1| = pN/pn1 < pN.

L’hypothèse d’induction implique qu’il se décompose en produit direct de p-sous-
groupes cycliques

Q = Q2 ⊗Q3 ⊗ · · · ⊗Qr. (2.17)

Pour i = 2, . . . , r, soient qi ∈ Qi un générateur de Qi et ai ∈ G un représentant de
qi tel que ω(ai) = ω(qi) (un tel représentant existe par le lemme 4). Gi = (ai) est
un p-sous-groupe cyclique de G. Pour tout a ∈ G on a

π(a) = q
µ2
2 · qµ3

3 · · ·qµrr = π(a2)
µ2 · π(a3)

µ3 · · ·π(ar)
µr = π(aµ2

2 · aµ3
3 · · ·aµrr ),

c’est-à-dire a ∈ (aµ2
2 · aµ3

3 · · ·aµrr ) ·G1. Il existe donc µ1 tel que

a = a
µ1
1 · (aµ2

2 · aµ3
3 · · ·aµrr ),

démontrant que G = G1 ·G2 · · ·Gr.
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En invoquant le théorème 12 nous pouvons conclure que ce produit est direct si
a ∈ Gi ∩G1 · · ·Gi−1 ·Gi+1 · · ·Gr implique a = e. On a

a = a
µi
i = a

µ1
1 · · ·aµi−1

i−1 · a
µi+1
i+1 · · ·aµrr , (2.18)

et donc
e = a

µ1
1 · · ·aµi−1

i−1 · a−µi
i · aµi+1

i+1 · · ·aµrr . (2.19)

Il suit que

π(e) = π(a1)
µ1 · · ·π(ai−1)

µi−1 · π(ai)
−µi · π(ai+1)

µi+1 · · ·π(ar)
µr ,

ou encore
eQ = q

µ2
2 · · ·qµi−1

i−1 · q−µi
i · qµi+1

i+1 · · ·qµrr .

Le produit (2.17) étant direct, on doit avoir qµ2
2 = q

µ3
3 = · · · = qµrr = eQ c’est-à-dire

que µk doit être un multiple de ω(qk) = ω(ak) pour k = 2, . . . , r. L’égalité (2.19)
devient donc e = a

µ1
1 , et (2.18) permet de conclure que a = e. �

Nous avons déjà remarqué, dans l’exemple 39, que la décomposition d’un groupe
en produit direct de sous-groupe n’est pas unique. Supposons donc que le p-groupe
abélien G du théorème précédent admette deux décompositions

G = G1 ⊗ · · · ⊗Gr = H1 ⊗ · · · ⊗Hs,

en produit direct de sous-groupes cycliques. Notons pni l’ordre de Gi et pmi celui
de Hi. Le produit direct étant commutatif (c.f. remarque 3) nous pouvons supposer
également, sans restreindre la généralité, que

n1 > n2 > · · · > nr et m1 > m2 · · · > ms.

Lemme 5 Dans ce cas on a r = s et ni = mi pour i = 1, . . . , r. Le nombre r de facteurs
et la suite décroissante pn1 > . . . > pnr de leurs ordres est donc uniquement déterminée
par G.

Démonstration Par induction sur |G|. On note que tout a ∈ G s’écrivant de ma-
nière unique

a = a1 · · ·ar,
avec ai ∈ Gi on a ak = ak1 · · ·akr = e si et seulement si aki = e pour tous les i. On
peut donc conclure que

ω(a)Z = {k ∈ Z |ak = e} =

r⋂
i=1

{k ∈ Z |aki = e} =

r⋂
i=1

ω(ai)Z,
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c’est-à-dire que ω(a) = PPCM{ω(ai) | i = 1, . . . , r}. Il suit immédiatement du co-
rollaire 3 que ExpG = pn1 . Le même raisonnement appliqué à la décomposition

a = b1 · · ·bs,

avec bi ∈ Hi montre que ExpG = pm1 . On peut donc conclure que m1 = n1. En
particulier, si |G| = p, G est cyclique d’ordre p et on a r = s = 1 et m1 = n1 = 1.

Supposons l’assertion vraie pour tous les p-groupes G d’ordre |G| < pN. Soit G
un p-groupe d’ordre pN. On a donc N = n1 + · · · + nr = m1 + · · · + ms et on
remarque que Gp = {ap |a ∈ G} est un groupe. De plus, tout élément de Gp s’écrit
de manière unique comme ap1 · · ·apr = b

p
1 · · ·bps . On a donc deux décompositions

Gp = G
p
1 ⊗ · · · ⊗Gpr = H

p
1 ⊗ · · · ⊗Hps . (2.20)

On vérifie aisément que Gpi est cyclique d’ordre pni−1. En effet, si a est un généra-
teur de Gi, ap est un générateur de Gpi . Comme (ap)k = e si et seulement si pkest
un multiple de pni on a bien ω(ap) = pni−1 . De même, Hpi est cyclique d’ordre
pmi−1. Soient r ′ et s ′ les entiers déterminés par les conditions

n1 > . . . > nr ′ > 1 = nr ′+1 = · · · = nr,

et
m1 > . . . > ms ′ > 1 = ms ′+1 = · · · = ms.

On peut alors récrire la décomposition (2.20) en omettant les facteurs triviaux

Gp = G
p
1 ⊗ · · · ⊗Gpr ′ = H

p
1 ⊗ · · · ⊗Hps ′ .

Gp est donc un p-groupe d’ordre pM avec

M =

r ′∑
i=1

(ni − 1) =

s ′∑
i=1

(mi − 1) < N.

L’hypothèse d’induction implique que r ′ = s ′ et ni−1 = mi−1 pour i = 1, . . . , r ′.
Comme |G| = pN = pM+r = pM+s, on en déduit immédiatement que r = s et que
mi = ni pour i = 1, . . . , r, achevant ainsi l’induction. �

On dit qu’un p-groupe abélienG est de type (pn1 ,pn2 , . . . ,pnr) si c’est le produit
direct de sous-groupes cycliques d’ordre pn1 ,pn2 , . . . ,pnr avec n1 > · · · > nr.

2.5.5 Structure des groupes abéliens finis
Soit G un groupe abélien fini et |G| = pn1

1 p
n2
2 · · ·pnll la factorisation en facteurs

premiers de l’ordre de G. Posons P = {p1,p2, . . . ,pl} et pour p ∈ P

G(p) = {a ∈ G |ω(a) = pn pour un entiern > 0}. (2.21)

G(p) est un sous-groupe :
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i. Soient a,b ∈ G(p). Commeω(a ·b) diviseω(a)ω(b) (c.f. lemme 2), on a bien
a · b ∈ G(p).

ii. ω(e) = 1 = p0.

iii. (a−1) = (a) implique ω(a−1) = ω(a).

G(p) est un p-sous-groupe de Sylow de G :

i. ExpG(p) = PPCM{ω(a) |a ∈ G(p)} est une puissance de p.

ii. |G(p)| divise une puissance de ExpG(p) par le corollaire 4. |G(p)| est donc une
puissance de p et par conséquent G(p) est un p-sous-groupe.

iii. Soit H est un p-sous-groupe de G d’ordre pN. Pour tout a ∈ H, ω(a) divise |H|

et doncω(a) = pn pour un entier n. On en conclut que a ∈ G(p) et donc que
H ⊂ G(p).

En utilisant encore le lemme 2, on arrive aisément à la conclusion que si ai ∈ G(pi),
l’ordre du produit a1 · · ·ak−1 · ak · · ·al est un entier de la forme pν1

1 · · ·pνk−1
k−1 ·

p
νk+1
k+1 · · ·pνll . Il suit que

G(pk) ∩G(p1) · · ·G(pk−1) ·G(pk+1) · · ·G(pl) = {e}.

Soit a ∈ G, alors ω(a) divise |G| et donc ω(a) = pm1
1 · · ·pml

l . Pour i = 1, . . . l,
posons

ki =
ω(a)

pmi
i

= pm1
1 · · ·pmi−1

i−1 p
mi+1
i+1 · · ·pml

l ,

et ai = aki . Alors
a
p
mi
i
i = (aki)p

mi
i = aω(a) = e,

implique que ω(ai) divise pmi
i . On a donc ai ∈ G(pi).

Les entiers k1, . . . ,kl étant premiers entre eux, il existe des entiers r1, . . . , rl tels
que
∑
i riki = 1 (Bezout). On a donc

a = a
∑
i riki =

∏
i

(aki)ri =
∏
i

arii ∈ G(p1) · · ·G(pl),

et nous pouvons conclure par le résultat suivant.

Théorème 19 Soient G un groupe abélien fini, P l’ensemble des diviseurs premiers de
|G| et, pour p ∈ P, G(p) le sous-groupe défini par (2.21). Alors G se décompose canoni-
quement selon

G =
⊗
p∈P

G(p). (2.22)

En appliquant le théorème 18 à chaque facteur G(p) de cette décomposition,
nous obtenons le théorème suivant qui détermine la structure de tout groupe abélien
fini.
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Théorème 20 Tout groupe abélien fini G est un produit direct de sous-groupes cycliques
dont les ordres sont des puissances des diviseurs premiers de |G|.

On remarquera que si la décomposition en produit direct de sous-groupes de
Sylow (2.22) est unique, la décomposition de chaque facteurG(p) en produit de sous-
groupes cyclique ne l’est pas. Le lemme 5 assure cependant l’unicité des ordres des
facteurs de cette décomposition. Deux groupes abéliens finis sont donc isomorphes
si et seulement si les même ordres apparaissent dans cette décomposition.

Exemple 56 Déterminons, à l’isomorphisme près, tous les groupes abéliens d’ordre
140400. La décomposition en facteurs premiers de ce nombre est

140400 = 243352131.

Les puissances apparaissant dans cette décomposition peuvent être partitionnées de
la manière suivante

4 = 1 + 1 + 1 + 1,
= 1 + 1 + 2,
= 2 + 2,
= 1 + 3,
= 4.

3 = 1 + 1 + 1,
= 2 + 1,
= 3.

2 = 1 + 1,
= 2.

1 = 1.

Il y a donc, à l’isomorphisme près, 5 × 3 × 2 × 1 = 30 groupes abéliens d’ordre
140400. Ils sont de la forme G(2)×G(3)× G(5)×G(13).
G(2) peut prendre 5 formes différentes

C2 × C2 × C2 × C2,
C2 × C2 × C4,
C4 × C4,
C2 × C8,
C16.

G(3) peut prendre 3 formes distinctes

C3 × C3 × C3,
C3 × C9,
C27.
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G(5) peut prendre les 2 formes

C5 × C5,
C25.

Finalement G(13) est donné par

C13.

Exemple 57 Soit G un groupe cyclique d’ordre m = pn1
1 p

n2
2 · · ·pnll et

G = G(p1)⊗ · · · ⊗G(pl),

sa décomposition canonique.G(pi) est un pi-sous-groupe deG, c’est donc un groupe
cyclique d’ordre pkii . On obtient

|G| = m = pn1
1 p

n2
2 · · ·pnll = pk1

1 p
k2
2 · · ·pkll ,

et l’unicité de la décomposition en facteurs premiers permet de conclure ki = ni.
On a donc

G ' Cpn1
1
× · · · × Cpnll ,

où, d’après le théorème 17, chaque facteur est indécomposable.

2.6 Groupes symétriques
Si X est un ensemble fini etN = |X|, le groupe de permutation SX est isomorphe

au groupe SN des permutations de l’ensemble {1, 2, . . . ,N}. On appelle SN groupe
symétrique de degré N. SN est d’ordre N!.

Une permutation σ ∈ SN telle que σ : i 7→ σ(i) est notée

σ =

(
1 2 · · · N

σ(1) σ(2) · · · σ(N)

)
.

L’ordre des colonnes n’est pas important. On peut écrire la même permutation sous
la forme

σ =

(
4 N · · · 2
σ(4) σ(N) · · · σ(2)

)
.

Ainsi, l’inverse de σ peut s’écrire

σ−1 =

(
σ(1) σ(2) · · · σ(N)

1 2 · · · N

)
.
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Exemple 58 La permutation

σ =

(
1 2 3 4 5
3 1 4 5 2

)
,

s’écrit également

σ =

(
3 2 5 1 4
4 1 2 3 5

)
.

Son inverse est

σ−1 =

(
3 1 4 5 2
1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5
2 5 1 3 4

)
.

2.6.1 Cycles
La permutation

σ =

(
1 2 3 4 5
3 5 2 1 4

)
∈ S5,

représentée graphiquement sur la figure 2.4 est un exemple de cycle. On peut la dé-
crire de manière plus concise par la notation

σ = (13254) = (32541) = (25413) = (54132) = (41325).

3 4

1

2 5

Fig. 2.4 – Le cycle (13254).

De même la permutation

σ =

(
1 2 3 4 5
3 2 5 4 1

)
∈ S5,

qui laisse les éléments 2 et 4 invariant peut s’écrire plus simplement

σ = (135) = (351) = (513).
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On dit que c’est un cycle de longueur 3 ou un 3-cycle. Un l-cycle de SN s’écrit σ =

(i1i2 · · · il) où i1, i2, . . . il sont l éléments distincts de {1, 2, . . . ,N}. Il représente la
permutation

σ =

(
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN
i2 i3 · · · i1 il+1 · · · iN

)
∈ SN.

qui laisse fixés les éléments de {il+1, . . . , iN} = {1, 2, . . . ,N} \ {i1, i2, . . . , il}. On a
alors

σ2 =

(
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN
i3 i4 · · · i2 il+1 · · · iN

)
,

σ3 =

(
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN
i4 i5 · · · i3 il+1 · · · iN

)
,

...

σk =

(
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN
ik+1 ik+2 · · · ik il+1 · · · iN

)
,

...

σl =

(
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN

)
= Id .

Un l-cycle est un élément d’ordre l de SN. En effet, on a σk(i1) = ik+1 6= i1 et donc
σk 6= Id pour k = 1, . . . , l− 1 alors que σl = Id. L’inverse de σ est

σ−1 =

(
i2 i3 · · · i1 il+1 · · · iN
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN

)
=

(
i1 i2 · · · il il+1 · · · iN
il i1 · · · il−1 il+1 · · · iN

)
,

c’est-à-dire σ−1 = (i1ilil−1 · · · i2) = (ilil−1 · · · l2l1). L’inverse d’un l-cycle est donc
le l-cycle obtenu en inversant l’ordre des éléments ik le constituant.

Deux cycles

σ = (i1i2 · · · il) =

(
i1 i2 · · · il il+1 il+2 · · · il+r il+r+1 · · · iN
i2 i3 · · · i1 il+1 il+2 · · · il+r il+r+1 · · · iN

)
,

et

τ = (il+1il+2 · · · il+r) =

(
i1 i2 · · · il il+1 il+2 · · · il+r il+r+1 · · · iN
i1 i2 · · · il il+2 il+3 · · · il+1 il+r+1 · · · iN

)
,

sont disjoints si {i1, . . . , il} ∩ {il+1, . . . , il+r} = ∅. Dans ce cas ils commutent

στ = (i1i2 · · · il)(il+1il+2 · · · il+r)
=

(
i1 i2 · · · il il+1 il+2 · · · il+r il+r+1 · · · iN
i2 i3 · · · i1 il+2 il+3 · · · il+1 il+r+1 · · · iN

)
= (il+1il+2 · · · il+r)(i1i2 · · · il)
= τσ.

Toute permutation σ se décompose en un produit de cycles disjoints. Cette décom-
position est unique à l’ordre des facteurs près.
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Exemple 59 Pour obtenir la décomposition de la permutation

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 5 1 3 2 8 7 6

)
, (2.23)

en produit de cycles disjoint on commence par suivre l’image de 1 par application
répétée de σ

1→ 4→ 3→ 1,

nous identifions ainsi le cycle (143). Le premier élément de la première ligne de
(2.23) qui n’apparaît pas dans ce cycle est 2. En suivant son image on obtient

2→ 5→ 2,

et donc le cycle (25). Le premier élément de la première ligne de (2.23) qui n’apparaît
pas dans un des deux cycles déjà identifiés est 6. On obtient cette fois

6→ 8→ 6,

et donc le cycle (68). Finalement il ne reste sur la première ligne de (2.23) que l’élé-
ment 7 qui est fixé par σ et qui donne le cycle (7). Nous avons obtenu la décompo-
sition

σ = (143)(25)(68)(7). (2.24)

On remarque que les cycles de longueur 1 n’apportent aucune information dans la
décomposition d’une permutation. On peut donc les omettre et écrire plus simple-
ment

σ = (143)(25)(68).

Comme ces cycles sont disjoints par construction, ils commutent et l’ordre des fac-
teurs dans (2.24) est arbitraire. Par contre les facteurs apparaissant dans cette décom-
position sont clairement déterminés de manière unique par σ.

Définition 11 Une permutation σ ∈ SN dont la décomposition en cycles disjoints com-
porte n1 1-cycles, n2 2-cycles, . . . ,nN N-cycles est dite de type

(n1,n2, . . . ,nN).

On a donc toujours
∑N
l=1 lnl = N.

Exemple 60 Déterminons la représentation en produit de cycles disjoints de tous
les éléments du groupe S3. On a

S3 =

{(
123
123

)
,
(

123
132

)
,
(

123
213

)
,
(

123
321

)
,
(

123
231

)
,
(

123
312

)}
,

et donc
S3 = {(1)(2)(3), (1)(23), (12)(3), (13)(2), (123), (132)}.
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S3 contient donc une permutation de type (3, 0, 0), trois de type (1, 1, 0) et deux de
type (0, 0, 1).

Après élimination des 1-cycles on obtient

S3 = {Id, (23), (12), (123), (132), (13)}. (2.25)

2.6.2 Transpositions, signature

Un 2-cycle (ij) est appelé transposition. Une transposition (ij) est un élément
d’ordre 2 dont l’action se réduit à l’échange de i et j, laissant tous les autres éléments
fixés

(14) =

(
1 2 3 4 5
4 2 3 1 5

)
.

Un calcul simple montre que

(i1i2 · · · il)(ilil+1) = (i1i2 · · · ilil+1),

d’où on déduit
(i1i2 · · · il) = (i1i2)(i2i3) · · · (il−1il). (2.26)

Un cycle peut donc se décomposer en produit de transpositions. Comme nous avons
montré qu’une permutation quelconque se décompose en produit de cycles, en en
conclut qu’elle se décompose également en produit de transpositions. On remar-
quera cependant que les transpositions apparaissant dans la formule (2.26) ne sont
pas disjointes. Elles ne commutent donc pas en général, par exemple

(123) = (12)(23) 6= (23)(12) = (132),

ce qui implique que SN n’est pas abélien pour N > 3. De plus, contrairement à
la décomposition en cycles disjoints, la décompositions en transpositions n’est pas
unique. On vérifie par exemple

(123) = (12)(23) = (23)(12)(32)(21).

Soit P = {{i, j} | i, j ∈ {1, . . . ,N}, i 6= j} l’ensemble des sous-ensembles à deux
éléments de {1, . . . ,N}. Pour σ ∈ SN et p = {i, j} ∈ P on pose

εp(σ) =
σ(i) − σ(j)

i− j
.

La signature de σ ∈ SN est définie par

ε(σ) =
∏
p∈P

εp(σ).
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SN opère sur P par l’action

SN × P → P

(σ, {i, j}) 7→ {σ(i),σ(j)},

et en particulier τP = {τp |p ∈ P} = P. Si σ, τ ∈ SN et p = {i, j} ∈ P on a

εp(στ) =
σ(τ(i)) − σ(τ(j))

τ(i) − τ(j)
· τ(i) − τ(j)

i− j
= ετp(σ) · εp(τ),

et donc

ε(στ) =
∏
p∈P

εp(στ) =
∏
p∈P

(ετp(σ) · εp(τ)) =
∏
p∈P

ετp(σ) ·
∏
p∈P

εp(τ)

=
∏
q∈τP

εq(σ) ·
∏
p∈P

εp(τ) =
∏
q∈P

εq(σ) ·
∏
p∈P

εp(τ)

= ε(σ)ε(τ). (2.27)

Il est aisé de calculer la signature d’une transposition σ = (kl). On considère la
partition de P en trois sous-ensembles Pr = {p ∈ P | |p ∩ {k, l}| = r}, r = 0, 1, 2.

i. Pour p = {i, j} ∈ P0 on a σ(i) = i et σ(j) = j. On en conclut εp(σ) = 1 et donc∏
p∈P0

εp(σ) = 1.

ii. On remarque que
P1 =

⋃
i∈{1,2,...,N}\{k,l}

{{i,k}, {i, l}}.

Si p = {i,k} et p ′ = {i, l} on a εp(σ)εp ′(σ) = i−l
i−k

i−k
i−l

= 1 et donc∏
p∈P1

εp(σ) = 1.

iii. On a σ(k) = l et σ(l) = k et donc εp(σ) = −1 pour p ∈ P2 = {{k, l}},
c’est-à-dire ∏

p∈P2

εp(σ) = −1.

On peut donc conclure que ε(σ) = −1 pour toute transposition σ. Si σ ∈ SN est le
produit de t transpositions on a par conséquent ε(σ) = (−1)t. On en déduit d’une
part que ε(σ) ∈ {−1, +1} pour toute permutation σ ∈ SN et d’autre part que la
parité du nombre de facteurs présents dans toutes les représentations de σ comme
produit de transpositions est la même.

La formule (2.26) montre que la signature d’un l-cycle est (−1)l−1. Si σ ∈ SN est
de type (n1, . . . ,nN) on a donc

ε(σ) = (−1)
∑N
l=1(l−1)nl = (−1)N+

∑N
l=1nl .
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2.6.3 Conjugaison dans les groupes symétriques

Considérons la conjugaison par σ ∈ SN d’une permutation τ ∈ SN. On a

σ(i)
σ−1

7→ i
τ7→ τ(i)

σ7→ σ(τ(i)),

pour i = 1, 2, . . . ,N et donc

jσ(τ) = στσ−1 =

(
σ(1) σ(2) · · · σ(N)

σ(τ(1)) σ(τ(2)) · · · σ(τ(N))

)
.

En particulier, si τ est un l-cycle (i1i2 · · · il),

jσ(τ) =

(
σ(i1) σ(i2) · · · σ(il) σ(il+1) · · · σ(iN)

σ(i2) σ(i3) · · · σ(i1) σ(il+1) · · · σ(iN)

)
,

et donc
jσ((i1i2 · · · il)) = (σ(i1)σ(i2) · · ·σ(il)),

est toujours un l-cycle. Plus généralement, il est clair que le conjugué d’un pro-
duit de cycle disjoints de type (n1, . . . ,nN) est un produit de cycles du même type.
Montrons la réciproque : si τ et τ ′ sont des éléments de même type de SN, ils sont
conjugués. Soient

τ = (i1 · · · il1)(j1 · · · jl2) · · · (k1 · · ·klr), τ ′ = (i ′1 · · · i ′l1
)(j ′1 · · · j ′l2

) · · · (k ′1 · · ·k ′lr),

deux éléments de même type et

σ =

(
i1 · · · il1 j1 · · · jl2 · · · k1 · · · klr
i ′1 · · · i ′l1

j ′1 · · · j ′l2
· · · k ′1 · · · k ′lr

)
.

On a alors

jσ(τ) = jσ((i1 · · · il1)(j1 · · · jl2) · · · (k1 · · ·klr))
= jσ((i1 · · · il1))jσ((j1 · · · jl2)) · · · jσ((k1 · · ·klr))
= (σ(i1) · · ·σ(il1))(σ(j1) · · ·σ(jl2)) · · · (σ(k1) · · ·σ(klr))

= (i ′1 · · · i ′l1
)(j ′1 · · · j ′l2

) · · · (k ′1 · · ·k ′lr)
= τ ′.

Théorème 21 Deux permutations sont conjuguées si et seulement si elles sont de même
type. En particulier, le nombre de classes de conjugaison de SN est égal au nombre de types
d’éléments de SN.

On parlera donc naturellement de la classe (n1, . . . ,nN) pour désigner la classe
de conjugaison formée de tous les éléments de type (n1, . . . ,nN).
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Exemple 61 Il y a trois type de permutations dans S3 (exemple 60) et donc trois
classes de conjugaison. Plus précisément, il y a une permutation de type (3,0,0), trois
de type (1, 1, 0) et deux de type (0, 0, 1). Il n’existe qu’une seule classe ne comportant
qu’un seul élément, il s’agit bien entendu de la classe de Id. On peut en conclure que
Z(S3) = {e}. L’équation des classes de S3 est donc

6 = 1 + 3 + 2.

Exemple 62 Il y a cinq type de permutations dans S4 (exemple 65) et donc cinq
classes de conjugaison. Le nombre d’élément de chaque classe est donné par le ta-
bleau suivant.

n1 n2 n3 n4

4 0 0 0 1
2 1 0 0 6
1 0 1 0 8
0 2 0 0 3
0 0 0 1 6

Dans ce cas encore, la seule classe ne contenant qu’une permutation est celle de Id,
on a donc Z(S4) = {e} et l’équation des classes

24 = 1 + 6 + 8 + 3 + 6.

Théorème 22 Pour toutN > 2 on a Z(SN) = {Id}.

Démonstration Nous savons que σ ∈ Z(SN) si et seulement si sa classe de conju-
gaison se réduit à {σ} et que la classe de Id est (N, 0, . . . , 0). Il suffit donc de montrer
que toute classe (n1, . . . ,nN) distincte de la classe (N, 0, . . . , 0) contient plus d’un
élément. Les conclusions des deux exemples précédents nous permettent en outre de
nous restreindre à N > 5. Nous considérons trois cas :

i. La classe (N− 2, 1, 0, . . . , 0) contient (12) et (13).

ii. La classe (N− 2s, s, 0, . . . , 0) avec s > 1 contient (12)(34) · · · et (13)(24) · · · .
iii. La classe (r, s, . . . , t, . . .) avec t > 0 contient · · · (123 · · · ) · · · et · · · (132 · · · ) · · · .

�

2.6.4 Groupes alternés

La relation (2.27) montre que ε : SN → {−1, +1} est un morphisme.

Définition 12 Une permutation σ ∈ SN est dite paire si ε(σ) = 1 et impaire si ε(σ) =

−1. L’ensemble AN ⊂ SN des permutations paires est le noyau du morphisme ε : SN →
{−1, +1}. AN est donc un sous-groupe distingué de SN, on l’appelle groupe alterné de
degréN.
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Le théorème d’isomorphisme montre que SN/AN ' {−1, +1} ' C2. On a donc

[SN : AN] = 2,

et par conséquent

|AN| =
N!
2

.

Exemple 63 A2 = {Id}.

Exemple 64 De (2.25) on obtient immédiatement

A3 = {Id, (12), (23), (13)}.

Les seuls groupes d’ordre 4 sont le groupe cyclique C4 et le groupe des 4 de Klein
C2×C2. Comme les transpositions sont d’ordre 2, on conclut queA3 ' C2×C2. En
particulier, A3 n’est pas simple. Il est abélien et admet trois sous-groupes cycliques
d’ordre 2 {Id, (12)}, {Id, (13)} et {Id, (23)}. S3 admet donc une suite décroissante

S3 B A3 B {Id, (12)} B {e},

dont les facteurs

S3/A3 ' C2, A3/{Id, (13)} ' C2, {Id, (13)}/{e} ' C2,

sont abéliens. S3 et A3 sont donc résolubles.

Exemple 65 Il y a 5 types d’éléments de S4

(4, 0, 0, 0), (2, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 2, 0, 0), (0, 0, 0, 1).

Les éléments de A4 sont de type (4, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0) et (0, 2, 0, 0). On obtient faci-
lement la liste de ces éléments

Id, (123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23).

Les éléments de type (0, 2, 0, 0) forment un sous-groupe distingué abélien (vérifiez
le !)

H = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ' C2 × C2.

Comme [A4 : H] = |A4|/|H| = 12/4 = 3, le quotient A4/H est cyclique. S4 et A4

sont résolubles, les facteur de la suite

S4 B A4 B H B {Id, (12)(34)} B {e},

étant tous abéliens

S4/A4 ' C2, A4/H ' C3, H/{Id, (12)(34)} ' C2, {Id, (12)(34)}/{e} ' C2.
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Lemme 6 PourN > 3, le groupe alterné AN est engendré par les 3-cycles de SN.

Démonstration Un trois cycle est pair, en effet (123) = (12)(23). Nous devons
montrer que toute permutation paire σ est un produit de 3-cycle. σ étant un pro-
duit d’un nombre pair de transpositions, il suffit de montrer que tout produit de 2
transpositions distinctes est un produit de 3-cycles. Deux cas se présentent :

i. Les deux transpositions sont disjointes. Dans ce cas

(12)(34) = (123)(234).

ii. Les deux transpositions ont un élément commun. Alors

(12)(23) = (123).

�

Le théorème suivant est d’une importance fondamentale pour la théorie des équa-
tions algébriques. Il implique, que SN n’est pas résoluble pour N > 5 et la théorie
de Galois permet d’en conclure qu’il n’existe pas de formule générale permettant
d’exprimer les zéros d’un polynôme de degré supérieur ou égal à 5 par des radicaux.

Théorème 23 Le groupe alterné AN est simple pour toutN > 5.

Démonstration Soit H C AN. Nous montrons tout d’abord que H contient un
3-cycle. A cet effet, soit σ ∈ H \ {Id} et σ = αβγ · · · sa décomposition en cycles
disjoints qu’on suppose rangés en ordre de longueur décroissante. Si σ n’est pas un
3-cycle, plusieurs cas sont possible :
1. α = (i1i2 · · · il) avec l > 4. Posons alors τ = (i1i2i3). Ce 3-cycle étant disjoint de
β, γ, . . . il commute avec eux et on a jτ(σ) = jτ(α)βγ · · · et donc aussi

σjτ(σ)−1 = αjτ(α)−1 = (i1i2 · · · il)(il · · · τ(i3)τ(i2)τ(i1))
= (i1i2 · · · il)(il · · · i1i3i2)
= (i1i4i2) ∈ H.

2. α = (i1i2i3). Dans ce cas on peut également supposer que β,γ, . . . sont des 3-
cycles (en passant éventuellement de σ à σ2 pour éliminer les 2-cycles). Soit donc
β = (i4i5i6) et τ = (i1i4i5). Comme τ est disjoint de γ, . . . il commute avec eux et
σjτ(σ)−1 = αβjσ(αβ)−1 = (i1i5i2i4i3) ∈ H ce qui nous ramène au cas précédent.

3. σ = (i1i2)(i3i4). Comme N > 5, il existe i5 ∈ {1, . . . ,N} \ {i1, i2, i3, i4}. Soit
τ = (i5i4i3), alors τ = σjτ(σ)−1 ∈ H.

4. σ = (i1i2)(i3i4)γ · · · . Posons dans ce cas τ = (i3i2i1), alors

σjτ(σ)−1 = (i1i4)(i2i3) ∈ H,

nous ramène au cas précédent.
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Sans restreindre la généralité, nous pouvons donc supposer que (123) ∈ H. Mon-
trons que H contient tous les 3-cycles. Soit en effet σ = (i1i2i3) un 3-cycle quel-
conque. Comme N > 5 il est possible de trouver une permutation

τ =

(
1 2 3 · · ·
i1 i2 i3 · · ·

)
∈ AN,

et on en conclut que σ = jτ((123)) ∈ H.
Finalement, H contenant tous les 3-cycles, il contient aussi AN par le lemme 6,

et on conclut que H = AN. �

Nous ne démontrerons pas le théorème suivant qui est une conséquence du théo-
rème 23.

Théorème 24 SN et AN ne sont pas résolubles siN > 5.


	Rappels et compléments
	Applications
	Relations
	Ensembles finis, cardinal

	Groupes
	Définition et exemples
	Sous-groupes
	Définition et caractérisation
	Classes, quotients et indices

	Morphismes
	Définition et propriétés élémentaires
	Sous-groupes distingués
	Les théorèmes d'isomorphisme
	Groupes cycliques
	Groupes diédraux
	Produit direct

	Actions de groupe
	Groupes de transformations
	Action d'un groupe sur un ensemble
	Classes de conjugaison

	Groupes finis
	Exposant d'un groupe fini
	Exposant d'un groupe abélien fini
	p-groupes
	p-groupes abéliens
	Structure des groupes abéliens finis

	Groupes symétriques
	Cycles
	Transpositions, signature
	Conjugaison dans les groupes symétriques
	Groupes alternés



