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Durée de I'examen : 180 minutes.

Documentts autorisés : résumé manuserit (S feuilles A4 r/v max).
Baréme : les poirts attrirués 3 chaque proeléme sont Notés en maree.
Toutes les réponses doivent étre justifiées.

| Déterminer la tarle de muttiplication de G. (2]
2. G est-il eyclique ? N
3. Déterminer l'ordre de chaque élément de G. tl
4. Déterminer 'exposant de G. tn
S. Déterminer les sous-aroupes de G. (21
L. Déterminer la tarle de multiplication du aroupe K =Z7%/{1,6}. (21
1. Montrer aue K est cydique. tn

Progléme 2 Soit (A,+,-) un anneau commutatif et x un élément de A fixé. Dans ce
Prorléme on Nnote mutiplicativement la deuxiéme |oi, cest-3-dire : Va,be A, ab:=a-b.
On définit sur B:= A x A les lois de composition interne suivantes :

(a,b)+ (c,d):=(a+c,b+d), (a,b)(c,d):=(ac+xbd,ad+bc).

(a) ExpliQuer Brievement pourQuoi ces lois sont internes. (O3]
() Démontrer Que B muni de ces deux lois est un anneau commutatif. Us]
(@) Montrer aue B contient un sous-anneau B; isomorphe 3 A. Dans la suite on
identifie les éléments de B avec ceux de A. S
(d) Véritier que x est le carré dun élément w de B. @)

Cela justifie la terminologie : B est une extension QuadratiQue de A; elle est
notée B := A[/x].

(e) Véritier aue tout élément de B se met sous la forme a+bw avee a,b € B et
Que cette décompostion est unique. 1l

(£) On appelle conjuaué de z:=a+bw € B 'élément de B noté et défini par z:=a—bw.
Vérifier les réales de caleul

N
Il
N

O=—w, VzeA=B,z=2, Vz,ueB, z4+u=z+u, zu=2z1,

(OS]

(&) Pour tout z € B on appelle norme de z, Que 'on note N(z), lexpression

N(z):=zzZ.



Vérifier aue N prend ses valeurs dans A = B; et Que

N(lg)=1a, Vz,ueB, N(zu)=N(z)N(u), N(z)=N(z).

(h) Démonttrer le théoréme suivant : pour Que z € B soit inversisle (vis-3-vis de la
deuxieme LCD il faut et subfit aue N(z) soit inversigle dans A.

(i) On suppose 3 partir de maintenant Que A est un corps. Vérifier aue w est
alaérrique sur A; Quel est le dearé de 'extension B de A7

()) Démontrer le théoréme suivant : Aly/x] est un corpes si et seulement si x N'est
pas le carré dun élément de A

(Session | — 2005)
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Proeleme | On considére le aroupe multiplicatif G =Z;.

[ Déterminer tous les éléments de G ainsi Que sa tarle de multiplication. (21
2. Déterminer I'ordre de chaque élément de G. (sl
3. Déterminer 'exposant de G. (s3]

4. On considére l'action de G sur Zg donnée par

GXZg — Zg
(A,Mm) — mm.

Déterminer les oOrerites de cette action ainsi Que le starilisateur de chaque
élément de Zg. (2]

S. Pour cette action, déterminer

ﬂ Fix(a).

aeG

Cn
Prorléme 2. Les trois parties sont indépendanttes.
Partie A. Soient [; et I, deux idéaux 3 Gauche d'un anneau A et J:={x € AlxI; C I,
Montrer que | est un idéal rilatére de A. (3]
Partie B Soit E ={a,b} un ensemple 3 deux éléments et A:=P(E), lensemrle des
parties de E. On adwet aue (A,A,N) est une structure d'anneau commutatif; A
désiane la différence sywétriQue densemples.
(3) Dresser la liste de tous les idéaux de A. C
(®) A est-il un anneau principal 7 (OS]
(@) Dresser Ia liste de tous les idéaux maximaux de A. (OS]
(d) Dresser la liste de tous les idéaux premiers de A. tn
Partie C. On considére dans Q[X] le polynSme m(X) =X —X+ L.
(D Montre @ue m N’a pas de racine dans Q. Puis Que m est irréductirle sur Q. tn
(1) Soit  une racine de m dans C. Montrer Que m est le polyndme minimal de o
sur Q Puis @ue si vy e Q(a) et vy £ Q alors Q(y) = Q(w). (3]
(3) Soit B:= &+ a Exprivmer B! comme comrinaison linéaire de |, «, o®. En déduire
le polynS me minimal de B sur Q. U1

(Session 2 — 2004)
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Proeleme | On considére le aroupe alterné Ag.
| Déterminer toutes ses classes de conjuasison ainsi Que leurcardinalité.
2. Caleuler Exp(Ag).
3. Déterminer le centre de Asg.
4 Soient a,b,c,d, e, f des éléments distinets de {1,2,3,4, 5,6} Démontrer les iden-

tités suivantes
(abc)(bed) = (ab)(cd),
(abc)(cde) = (abcde),
(abc)(cde)(def) = (abcd)(ef).

S. Montrer qQue tout élément de Ag peut s’éerire comme produitde 3-cycles.

Proerleme 2. Soit (G,+) un aroupe aeélien et f: G — End(G) un morphisme de-
aroupes akéliens. On convient de noter multiplicativement laction des éléments
de End(G) surG : pour toute € End(G) et g € G, ¢x = ¢@(x). On considére la loi
decomposition interne x sur G définie par :ax b := f(a)b.

Vérifier que (G, +,*) N'est pas en aénéral un anneau. ( Indication : penser 3 utilise-

run contre-exemple)

Proeléme 3. Soit A un anneau commutatif et | un idéal de A. Démontrer que |
est premier si et seulement si

(abe] et b¢]) = ae].

Progléme 4. Soit K corps commutatif, L un sous-corps de K et 0 # o € K alaérrique
sur L Onrappelle que L(«) désiane l'extension de L par .

[ (8) Montrer @ue L(o?) C L(«).

(B) Montrer que lincusion réciproQue n'est pas vraie en Général.

On étudie maintenant un cas ol L(a) = L(«?). Soit m, le polynSme minimal de o
sur L. On supposelun au moins des mondmes Non Nuls de m, 8 un exposant impair.
Soit p la somme des mondmesde m, dexposants pairs et ila somme des mondmes
de m, d'exposants impairs.

2. Montrer @ue p et i sont des polyn&mes non nuls et que i(a) # 0.

3. (8) Montrer al'il existe deux polynGmes f et g 3 coedficients dans L tels que

(31
t
tr

lsl

3]

(21

(21

t
t

(21
t



() ENn déduire aue L(«?) = L(x). 1l

4 () Pour K =R et L = Q trouver un exemple délément o« € R tel aue « ¢ Qx
alaérrique sur Q et L(o?) = L(w). tn

(8) Expliciter my, p, i, T, g dans cetexemple. Cn

(Session | — 2005)
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Probleme 1. Voir C.-A. Pillet.
Probléeme 2. Soit (G, +) = (ZZ%,+) et f : ZZ? — End (Z7?) définie par

. 0 nq y T [ ag )
f(n) = (n2 0 ) , Clest-a-dire f(n)a = (nzch :
IL est élémentaire de vérifier que f(n) € End (ZZ%) pour tout n € ZZ% et que
f est un morphisme entre les groupes (ZZ%,+) et (End (ZZ?), +). On montre
alors que x n’a pas d’élément neutre. En effet soit x celui-ci, alors pour tout
a € ZZ* x {0} on aurait z x a = a c’est-a-dire

109 aq . . .
= soit en particulier 0 = a,
Taa1 5]

ce qui contredit le choix de a.

Probléme 3. (=) Soit ab € J et b ¢ J. En notant p : A — A/J le mor-
phisme (d’anneaux) surjectif qui a tout z de A associe la classe d’équalence
de z modulo J on a

abe J=p(ab) =0 = p(a)p(b) =0.

Comme p(b) # 0 car b ¢ J et que A/J est intégre alors p(a) = 0 et donc
acJ.

(<) Soit «, § and A/J tels que af = 0 et § # 0. Soit alors a € a, b € f.
Comme af =0et f#0onaabe Jetbg Jdouac Jetdonca=0,ce
qui monttre que A/J est integre.

Probléme 4. 1. (a) Comme a € L(a), on a aussi a®* € L(a) puisque
L(a) est un corps. Et comme L(a?) est le plus petit corps contenant a?
nécessairement L(a?) C L(a).

(b) Soit L =R, K =€ et o = 1, alors i* = —1 € L et donc L(:) = € tandis
que L(a?) = R # C.



2. i # 0 par hypothese; si p = 0 alors m, n’a pas de terme de degré zéro
d’ou X divise m ce qui est impossible car m,, est irréductible dans L[X].
Enfin si i(a) = 0 alors en désignant par 2m + 1 le degré de i et {igxi1}r ses
coefficients on aurait

m m
- , U+l : 2%
0="> impicx =« <§ 19k 100 )
k=1 k=i

Comme « # 0 par hypothese on trouverait ainsi un polynome
m
J = Zi2k+1X2k
k=i

qui serait annulé par «; or le degré de ce polynome est strictement inférieur
a celui de 7 et donc de m, ce qui est impossible d’apres les propriétés du
polynome minimal de o sur L.

3. (a) De mq(a) = 0 et avec les notations de la question 2) on tire p(a) +
aj(a) = 0; or si 2n est le degré de p on a

2n 2n
p=> puX* etdonc pla)=f(a®) avec f=> puX".
k=0 k=0

De méme en posant

g=> inpnX" ona g(a®) =j(a).
k=i
Enfin comme on a vu que j(a) # 0 on a aussi g(a?) # 0 ce qui permet de
conclure que
_ flae?)

g(a?)
(b) Du résultat précédent il suit que o € L(a?) et donc que L(a) C L(a?)
et finalement que L(a) = L(a?) puisque l'inclusion inverse a été démontrée
dans la question 1).
4. (a) Soit @ = 14+ +/2; onaa ¢ @ puisque « € Q ssia—1 =+2 € Q;
or /2 ¢ @ est un résultat bien connu dont la preuve a été vu au cours de
I'année. Puis o> = 3 + /2 = 2 + o ce qui montre que a € L(a?).

(b) Ici le polynéme minimal est m, = (X — 1)® + 2, et par conséquent
p=X?+3,i=-2X,f=X+3,9g=—-2.
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| Déterminer la tarle de muttiplication de G. (2]
2. G est-il eyclique ? N
3. Déterminer l'ordre de chaque élément de G. tl
4. Déterminer 'exposant de G. tn
S. Déterminer les sous-aroupes de G. (21
L. Déterminer la tarle de multiplication du aroupe K =Z7%/{1,6}. (21
1. Montrer aue K est cydique. tn

Progléme 2 Soit (A,+,-) un anneau commutatif et x un élément de A fixé. Dans ce
Prorléme on Nnote mutiplicativement la deuxiéme |oi, cest-3-dire : Va,be A, ab:=a-b.
On définit sur B:= A x A les lois de composition interne suivantes :

(a,b)+ (c,d):=(a+c,b+d), (a,b)(c,d):=(ac+xbd,ad+bc).

(a) ExpliQuer Brievement pourQuoi ces lois sont internes. (O3]
() Démontrer Que B muni de ces deux lois est un anneau commutatif. Us]
(@) Montrer aue B contient un sous-anneau B; isomorphe 3 A. Dans la suite on
identifie les éléments de B avec ceux de A. S
(d) Véritier que x est le carré dun élément w de B. @)

Cela justifie la terminologie : B est une extension QuadratiQue de A; elle est
notée B := A[/x].

(e) Véritier aue tout élément de B se met sous la forme a+bw avee a,b € B et
Que cette décompostion est unique. 1l

(£) On appelle conjuaué de z:=a+bw € B 'élément de B noté et défini par z:=a—bw.
Vérifier les réales de caleul

N
Il
N

O=—w, VzeA=B,z=2, Vz,ueB, z4+u=z+u, zu=2z1,

(OS]

(&) Pour tout z € B on appelle norme de z, Que 'on note N(z), lexpression

N(z):=zzZ.



Vérifier aue N prend ses valeurs dans A = B; et Que

N(lg)=1a, Vz,ueB, N(zu)=N(z)N(u), N(z)=N(z).

(h) Démonttrer le théoréme suivant : pour Que z € B soit inversisle (vis-3-vis de la
deuxieme LCD il faut et subfit aue N(z) soit inversigle dans A.

(i) On suppose 3 partir de maintenant Que A est un corps. Vérifier aue w est
alaérrique sur A; Quel est le dearé de 'extension B de A7

()) Démontrer le théoréme suivant : Aly/x] est un corpes si et seulement si x N'est
pas le carré dun élément de A

(Session 2. — 2005
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Prosléme | Dans ce proeléme tous les aroupes sont Notés multiplicativement et
on dénote par C, ={z€ C|z" =1} le aroupe cycliQue d’ordre n des racines n-émes de
Punité.

Si G est un groupe arélien $ini dexposant m =Exp(G) on dénote par G* =Hom(G, C,)
lensemile des morphismes de G dans le aroupe cydique Co.

[ Montrer @ue (f-g)(x) =f(x)g(x) définit une loi de composition interne sur G*.
2. Montrer aue G* est un aroupe arélien. On l'appelle aroupe dual du aroupe G.

3. Montrer a@ue si G et H sont des aroupes aréliens finis isomorphes alors
G* ~ H*

4. On considére maintenant le cas particulier des aroupes cycliQues, cest-a-dire
G = Cyp. On pose & = e?™/™ Monrtrer que I'application

G — G*
o Ay,

définie par fi(z) =z¢ est un isomorphisme.

5. On admettra le théoréme suivant : Si G et H sont des aroupes aréliens £inis
alors (G x H)* ~ G* x H*. En déduire que tout aroupe arélien £ini est isomorphe
3 son dual.

Progléme 2. Soit (X,x) un maama associati$, cest-a-dire un ensemgle X muni d'une
loi de composition interne associative Notée x; ON Ne suppOse Pas Que * est
commutative. Soit (A,+, x) un anneau et B le sous-ensemple des applications de X
dans A telles Que

B > f < card{x € X|f(x) # 0} < c0.

On munit B des lois suivantes (la multiplication de A est notée dans la suite axb =
ab) :

(f,g)eBxB ~— f+g € B, (f+g)(x) = f(x)+g(x),

(f,g) eBxB +— fg:=fxgeB, (fg)(x) = 2 yxflylglz).

3) Véritier que ces deux Iois sont des Iois de composition interne sur B.
R) Démontrer Que ces deux Iois font de B un anneau

@) On suppose A commutatif. Comment s'appelle B lorsaue (X,x) = (N, +) cest-3-dire
le maama associatif constitué des nomerres entiers naturels muni de I'addition.

Proeléme 3. Soit i la racine carrée complexe usuelle de —1 et C O L := Q(v2,1)
Pextension de Q par V2 et i Le But de ce prorléme est de déterminer [L:Q), le
dearé de L comme extension de Q et de donner une Base de L comme Q-espace

(21
t

t

(31

(31

(21
(21

tr



vectoriel. On adwet que le dearé de Q(v2) comme extension de Q est 2. Le candidat
a le choix de 1a méthode. Il peut s'il le désire suivre la méthode suivante.

3) Soit a:=V2+1i Vérifier que o est alaérrique sur Q et que Q(«x) C L tn

B) Calouler V2 et i en fonction de a et ol En déduire aue L =Q(«x). )l

o) En considérant la tour Q c Q(v2) C L véritier aue [L:Q] est pair- (053]

d) Véritier aue {1,v2,1} est lirre dans le Q-espace vectoriel C. En déduire que (n
[L:Ql > 4.

e) Montrer aue le polyndme minimal de « sur Q est de dearé 4. tn

£ Condlure. (OS]

(Session | — 2006)
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Probleme 1.

Probleme 2. Soit (X, %) un magma associatif, c’est-a-dire un ensemble X muni
d’une loi de composition interne associative notée *; on ne suppose pas que x est
commutative. Soit (A, +, X) un anneau et B le sous-ensemble des applications de
E dans A telles que

B> f < card{zr € X, f(x) # 0} < o0.

On munit B des lois suivantes ( la multiplication de A est notée dans la suite
axb=:ab):

(f,9) € BxB— f+geBb, <f+g)() f(x)
(f,9) € BxB— fg:=fxgeB, Z_ fw)g(2).

a) Vérifier que ces deux lois sont des lois de composition interne sur B.
b) Démontrer que ces deux lois font de B un anneau.

¢) On suppose A commutatif. Comment s’appelle B lorsque (X, ) = (IV,+) c’est-
a-dire le magma associatif constitué des nombres entiers naturels muni de ’addition.

Probleme 3. Soit i la racine carré complexe usuelle de —1 et € D L := Q(+/2,1)
I'extension de @ par v/2 et i. Le but de ce probleme est de déterminer: L : @), le
degré de L comme extension de @) et de donner une base de L comme @Q-e.v.. On
admet que le degré de ©(v/2) comme extension de @ est 2. Le candidat a le choix
de la méthode. Il peut s’il le désire suivre la méthode suivante.

a) Soit o 1= /2 + i. Vérifier que o est algébrique sur @ et que Q(a) C L.

b) Calculer /2 et i en fonction de a et o', En déduire que L = Q().

¢) En considérant la tour @ C Q(v2 C L vérifier que [L : Q)] est pair.

d) Vérifier que {1,v/2,4} est libre dans le Q-espace vectoriel €. En déduire que
[L:@)] >4

e) Montrer que le polynéme minimal de o sur @) est de degré 4.

)

f) Conclure.

=)
S
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Probléme 2. a) Soit f € B, on désigne par supp f 'ensemble des x € X pour
lesquels f(x) # 0. Par définition supp f est fini pour tout f € B. On commence
par vérifier que f + g est bien définie. D’une part f + g est bien une application de
X dans A, car f(x)+ g(z) € A pour tout z € X puisque A est un anneau. D’autre
part on a ( évidemment)

supp f + g C supp f Usuppg

et donc le support de f + g est aussi fini. Donc f + g € B. On passe maintenant a
la deuxieme loi. On a

{(y,2) € X x X, f(y) #0et g(z) # 0} = supp f x suppg

qui est fini puisque les deux facteurs supp f et supp g sont finis. Donc pour tout
v € X, Yy f(y)g(2) est une somme finie de produits d’élément de A, c’est donc
un élément de A puisque ce dernier est un anneau. Cela montre que (fg)(x) est bien
défini pour tout x € X. Reste a prouver que supp fg est fini. On va établir que

supp fg C supp f xsupp g

ce qui suffit pour prouver que card supp fg < oo car: supp f et supp g fini impliquent
bien sur que supp f % supp g est fini. On a

v gsupp fg <= (yxz==x= f(y)g(z) =0)

et donc en prenant la négation

zesupp fg = (Jy,z€X, yxz=uzet f(y)g(z) #0)
— (Jy,z€ X, yxz==x ety Esuppfetze€suppg)

ce qui prouve l'inclusion annoncée.
b) «) (B, +) est un groupe abélien. En effet

+ est associative

det. de Lassoc. Vfg,h€B, f+(g+h)=(f+g) +h
Aél. deFegalité des appl- vy G eBre X, (F4+g+M)@) = ((f+9)+h)(2)
déf. dg 4 sur B Vfg.heBxeX, f(z)+(g+h)(z)=/(f+g)(x)+h(z)
déf. dg + sur B Vf,ghe Bixe X, f(z)+ (9(x)+h(x)) = (f(z)+ g(x)) + h(z)

car + est assoglatlve sur A VRAI



La preuve de la commutativité de 4 se conduit comme au-dessus, en plus simple.
+ possede un élément neutre, il s’agit de 'application: 0g : X — A, définie par:

VZBGX, OB(QT) = 04.

On remarque que comme supp Og = 0, il est fini. Enfin tout élément f € B possede
un symétrique:

—f:X—= A VrelX, (—f)(x):=—f(x).
La vérification de ces deux dernieres affirmations est évidente.

() On montre maintenant que (B, x) est un monoide. D’abord z est associative.
On calcule pour tout f, g, h dans B

(flgh)(@) = > fgh)(z) = > flv) > g(w)h(v)

Y*kZ=T Y*kZ=T UkV=2

= Z f(y)g(u)h(v) car x est dist. sur + dans A

Y* z=2T
ukv=z

= Y. fg(wh(v)

YXUKV=T
car on a égalité des deux ensembles suivants ( élémentaire a vérifier)
{(y,u,v) € X?, Iz € X, yxz=a et uxv =2} ={(y,u,v) € X, yrxuxv=x}.

De méme

(Flgh)@) = 3 fwg@h(z)= >, [(u)g(v)h()

en procédant dans cette derniere expression aux changements de variables muettes
u—y, v—u 22—

on établit 1'égalité (f(gh))(z) = (f(gh))(x) et ceci pour tout = ce qui montre
I’associativité de la deuxieme LCI.

L’application Ig : X — A définie par 1p(z) = 14 est I'élément neutre de cette
deuxieme LCT.

v) Enfin x est distributive sur +. On calcule

(f+gh)(@) = > (f+9)(yh(z) (déf. de x sur B)

— Z_ (f(y) +g(y))h(z) (déf. de + sur B)
= Z (f(y)h(z) + g(y)h(z)) (dist. de x sur + dans A)
= (X 1)+ (X a0neD)  fass ao + duns

= (fh)(x) + (gh)(x) (déf. de x sur B)

ce qui montre que (f + g)h = fh + gh et ceci pour tout f,g,h € B. La preuve de
f(g+h) = fg+ fh est analogue.



c) Il s’agit de 'anneau des polynomes a coefficients dans A. En effet soit f : IV — A
telle que supp f < oo, f définit un polynome a coefficients dans A puisque I'image
de f est une suite finie de coefficients dans A:

{£(0), f(1),..., f(m),0,...}

si m est le plus grand élément de supp f. Il est alors évident de vérifier que la loi +
de B est bien ’addition des polynomes; de méme pour la deuxieme LCI on a

(fo)(k) = > f(i)g(d)

itj=k

qui est bien la multiplication des polynomes.

Probleme 3. a) On calcule successivement a? = 1 + 2v/2i puis (a? — 1) = —8 et
donc « est racine du polynéome P € Q[X]:

P=X"-2X*+9

ce qui montre que « est algébrique sur ). Comme « est une expression polynomiale
a coefficients dans @) de v/2 et i, on a o € L et par définition de Q(a) on a Q(a) C L.
b) Comme o' =v2—ionav2=(a+a')/2eti=(a—a"')/2 et en particulier
{V2,i} C Q(a) puisque ces derniers sont des expressions rationnelles & coefficients
dans @ en « et a~!. 1l suit d’apres la définition de L que L C Q(«) et finalement
L = Q(a) d’apres la question précédente.

¢) On sait que [L : Q] = [L : Q(v2)][Q(v/2),Q]. Comme il a été rappelé dans
I’énoncé que [Q(v/2), Q] = 2, il suit que [L : Q] est pair.

d) Soit a, 3, v dans @ tels que al+3v/2+vi = 0. Il suit que a+5v/2 = v = 0 puisque
ce sont respectivement les parties réelles et imaginaire d’'un nombre complexe nul.
Comme cela a été rappelé dans I’énoncé, {1,1/2} est un systeme de rang 2 dans le
0 e.v. € ( puisque [Q(v/2,0Q] = 2) et donc on a aussi & = f = 0. On a trouvé un
systeme de trois vecteurs linéairement indépendants dans le @ e.v. L, ce dernier a
donc pour dimension au moins 3. Or comme on a vu que cette dimension est paire,

on a obtenu
[L:@Q] > 4.

e) Soit m, le polynéme minimal de o sur ). Comme le polyndéme P obtenu au a)
s’annule en « on sait que m, divise P, ce qui montre que degm, < deg P = 4. Or
d’apres la question précédente degm, = [L : @] > 4. 1l suit que degm,, = 4.

f) On a donc obtenu que [L : Q] = degm, = 4; et au passage que m, = P puisque
P est normé. Enfin une base de L est

{1,0,0% ®} = {1,V2 +1i,1 + 2v/2i, 5 — V2}.
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Progléme | Soit G le sous-aroupe du Groupe symétriQue S, enaendré par les deux

Ppermutations
(1234 (1234
T™l3214) °“\1432)

[ Montrer aue G est arélien d'ordre 4.
2. Déterminer I'ordre de chaque élément de G.
3. Déterminer I'exposant de G.

4. Soient Hy, et H. les sous-aroupes de G enaendrés par o et 1. Montrer Que
G=H,®H-.

5. Quelle est Ia stucture de G7 (décomposition en produit direct de sous-
aroupes cydiques).

L. On considére laction naturelle du aroupe G sur lensemele X = {1,2,3,4). Dé-
terminer les orgeites de cette action.

7. Pour chaaue x € X déterminer le starilisateur G, ainsi Que son indice [G : G, .
8. Déterminer 'ensemele Fix g des points fixes de chaque élément g € G.

9. Véritier lidentité . .
D (== =15 D [Fixgl.
TG 6l
g€eG\{Id}
Sur QUOI porte la somme du mempire de Gauche de cette identité ?

Proerléme 2. On considére sur R? les deux lois de composition interne suivantes
(a,b) + (a’,b’) = (a+a’,b+1b’)
(a,b) x (a’,b’) := (aa’+bb’,ab’ + a’b)).
[ Démonttrer aue (R?, +, x) est un anneau commutatif.
2. Est-il intéeare?

Progléme 3. Soit w := /5 +2iV3 dans C, ol 12 = —1.
[ Montrer aue w est alaérrique sur Q (les NnomBres rationnels).

2. Vérifier aue @, le conjuaué complexe de w, appartient 3 Q(w). On rappelle Que
Q(w) désiane l'extension de Q par w.

3. (Facultative) Démontrer Que si n # 0 est un entier naturel premier alors /n
N'est pas rationnel.

4. Déterminer le polyn&me minimal de w sur Q, lIa dimension de Q(w) sur Q et
une Rrase de Q(w) sur Q.

(Session 2. — 2006)
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Prorléme | Soit GL(2,R) le aroupe des automorphismes du plan vectoriel R? :

GL(2,R) = {g = ( ‘;‘ 2 )ya,b,c,deR, detg :ad—bc;«éo}.

(3) Déterminer le sous-aroupe G C GL(2,R) des endomorphismes laissant invariant
le sous—ensemple Z? C R?, cest-3-dire

G ={g e GL(2,R)|gZ* C Z?).

() Montrer aque Z est Iimace de G par le morphisme g +— detg.
(@) Montrer aue tout g € G est une Bijection de 72 dans 72

(d) En considérant Z? comme un sous-aroupe du aroupe additif R, montrer Que
pour tout ge G
§: R¥/7* — R*/7?
Xx+7Z? — gx+17Z?
définit un endomorphismve § du aroupe Quotient R?/Z2
(e) Montrer aue § est Bijectif et Que ¢ : G — Aut(R?/Z?), définit par ¢(g) =g est
un MOrphisme injectif.

Progléme 2. Soit A un anneau commutatit et f: A — R, une application réelle
positive définie sur A Qui Véritie : (i) f(x) =0 si et seulement si x =0, (i) Vx,y € A,
fxy) =f(x)f(y), GiD Vx,y € A, f(x+y) < max{f(x),f(y)}

(3) Démontrer aue F:={x € Alf(x) < 1} est un sous-anneau de A.

() Démontrer aue U :={x c Alf(x) < 1} est un idéal de F.

Proeleme 3. Soit A un anneau commutatif. Pour tout idéal 1 de A on définit
R[I]:={x € Alan e N*,x™" ¢ I}.

(8) Montrer que R[I] est un idéal de A Qui contient 1

(8) Montrer aue RIR[I]] = R[I].

() Montrer aue R[INJ] =R[I]NR[J].

(d) Facurtative. Comment s'appellent les éléments de R[{0}] 7
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Proegléme 4. Soit u:=v2+1v/3 un élément de C, lensemple des nomBeres complexes,
avec i2 =—1. On admet Que V2 et /3 sont deux éléments aladrriaues sur Q, le
COrps des NnomBires rationnels et qQue leurs polynSmes minimaux sur Q sont tous
deux de dearé 2. On rappelle Que Q(a) avee a € C désiane le plus petit sous-corps de
C contenant Q et a

(D Monrtrer que u est alaérrique sur Q. tl
() (8) Calauler 2 et iv/3 en fonction de u et u™'. OS]
(8) En déduire aue Q(v2) C Q(u).

(@) Montrer que le dearé de Q(u) sur Q est pair. N

(d) Montrer que Q(u) est différent de Q(/2). (OS]
(3) () Déterminer le polynSme minimal de u sur Q. tn

() Décrire les éléments de Q(u) au moyen de puissances de L.
(Session | — 200N
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Probléme 1. (a) Les éléments de G = Zi5 sont les classes de congruences modulo 15 des entiers
premiers & 15, c’est a dire 1,2,4,7,8,11,13,14. G est d’ordre 8, sa table de multiplication est

112 (4 |7 |8 |11]|13]14
1|1 (2 (4 |7 |8 |11]|13]14
2 |2 |4 |8 [14|1 |7 |11]13
4 (4 |8 |1 [13]2 |14(7 |11
7|7 |14]|13]4 |11]2 |1 |8
8 [8 |1 [2 |11]4 |13]14|7
11(11(7 |14|2 [13|1 |8 |4
13(13(11]|7 |1 [14(8 [4 |2
1414 |13|11({8 |7 [4 |2 |1

(b) Les ordres des éléments sont
a |w(a)
1|1
2 |4
4 |2
7 14
8 |4
112
134
1412

(c) G n’admet aucun élément d’ordre |G| =38, il n’est donc pas cyclique.
(d) G étant abélien, son exposant est donné par Exp(G) =ppcm{w(a)la € G} =4.
(e) Les sous-groupes de G sont d’ordre 1,2,4 ou 8 (les diviseurs de |G| =38).

e 1. Iln’y a qu'un sous-groupe d’ordre 1, c’est {1}.

e 2. Les sous-groupes d’ordre 2 sont cycliques. Ils sont donc formés de 1’élément neutre et
d’un élément d’ordre 2: {1,4}, {1,11}, {1, 14}.

e 4. Les sous-groupes d’ordre 4 sont soit cycliques, soit isomorphes au petit groupe de
Klein (~C3 x C3). Dans le premier cas, il sont engendrés par un élémént d’ordre 4:

(1,2,4,8}, {1,4,7,13).

Dans le second cas, ils sont formés de I’élément neutre et de trois éléments d’ordre 2:

{1,4,11,14}
e 8. Le seul sous-groupe d’ordre 8 est G lui méme.
(f) On a |G| =8=23. Les partitions de 3 sont 1+ 1+1, 1 +2 et 3. Les structures possibles sont

donc Cs5 x Co x Csy, Cy x C4 et Cg. La derniére possibilité est exclue par le fait que G n’est pas
cyclique (question (c)). La premiére possibilité exclut tout élément d’ordre 4. On en conclut que

G’ZCQ XC4.
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Progleme | On considére le aroupe (Mmuttiplicati$) G =Zjs.

() Ecrire la taele de multiplication de G.

() Déterminer 'ordre de chaque élément de G.

(@) G est-il cyaliQue 7 Si oui, en donner un Générateur.

(d) Quel est 'exposant de G7

(e) Déterminer tous les sous-aroupes de G.

(£) Déterminer la structure de G.

Proeleme 2. Soit A un anneau commutatif et f: A — R, une application réelle

positive définie sur A @ui Véritie : (i) f(x) =0 si et seulement si x =0, (i) Vx,y € A,
f(xy) = f(x)f(y), Gii) Vx,y € A, f(x+y) < max{f(x),f(y)}

(3) Démontrer aue F:={x € Alf(x) < 1} est un sous-anneau de A.

() Démontrer aue U:={x € Alf(x) < 1} est un idéal de F.

Progléme 3. Soit A un anneau commutatif. Pour tout idéal I de A on définit
R[I]:={x € A|l3n e N*,x™ e I}.

(3) Montrer aque R[I] est un idéal de A @ui contient L

(8) Montrer que R[R[I]] = RII].

(@) Montrer aue R[INJ] = R[I]NR]J].

(d) FacurHtative. Commentt s’appellent les éléments de R[{0}] ?

Proeléme 4. Soit u:=v2+1v/3 un élément de C, lensemple des nomBeres complexes,
avec 12 =—1. On adwvet Que V2 et /3 sont deux éléments alaérriques sur Q, le
COrps des NOMBres rationnels et Que leurs polyndmes minimaux sur Q sont tous

deux de dearé 2. On rappelle Que Q(a) avee a € C désiane le plus petit sous-corps de
C contenant Q et a

(D Montrer que u est alaérrique sur Q.

(2 (8) Caleuler 2 et iv/3 en fonction de u et u™'.
(&) En déduire aue Q(v2) C Q(u).

(@) Montrer Que le dearé de Q(u) sur Q est pair.
(d) Montrer aue Q(u) est différent de Q(v2).
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(3) () Déterminer le polynS me minimal de u sur Q. tl
() Décrire les éléments de Q(u) au moyen de puissances de .
(Session 2 — 200N



