UNIVERSITEwSUD IFACULTE DES SCIENCES ET TECHNIOUES

Licence de Mathématiques

Module M53

TOULON - VAR

Durée de I'examen : 120 minutes.
Documents autorisés : aucun.
Raréme : les points attrirués a chaque proeléme sont Notés en marae.

Progleme | Montrer aue f € YX est injective si et seulement si
f(ANB) =f(A)Nf(B),
pour tout A,BC X

Prorleme 2. Soient G un aroupe oydliQue et a € G un aénérateur de G. On suppose
Que H est un aroupe et aue ¢ € Hom(G,H) est surjectif.

. Montrer @ue H est un aroupe cydliQue et Que ¢(a) en est un aénérateur.

2. Montrer que si b € G est dordre £ini alors w(d(b)) < w(b).
3. Montrer aue w(d(a)) =w(a) si et seulement si ¢ est un isomorphisme.

Proeleme 3. Soit G un aroupe fini dordre p premier. Montrer que G est cycliQue.

Progléme . Soit D3 ={I,p,p% 0,0p,0p%} C O(2) un aroupe diédral ol p est une rota-
tion d'anale 27/3 et o une réflexion. Montrer que R3; ={1,p, p?} est un sous-aroupe
distinaué et @ue D3/R; ~{I,0}(Rappel : po=o0p~
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Progléme | Montrer aue f € YX est gijective si et seulement si, pour tout A C X,
F(X\A) =Y\ f(A). (]

Progléme 2. Comeien existe—t-il, 3 'isomorphisme prés, de aroupes aréliens d’ordre
127 Déterminer leurs structures. (4]

Progléme 3. On pose « = el™* et on définit 'application

3

®: (ag,aj,az,a3) > Y arak,
k=0

de Q* dans C.
| Montrer que @ est un morphisme injecti$ du aroupe additif Q* dans le aroupe
additi£ C. Indication : pour démontrer linjectivité de ® montrer Que

®(ag,ar,az,a3) = (ap+ (a1 —a3)/V2) +ilar + (a; + a3)/V2).

En utilisant le £ait Que 2 € Q en conaure Que Ker® ={(0,0,0,0)}. (21
2. Montrer que

3
K={z=) aa*laxeQ},
k=0

est un aroupe pour 'addition. Indication : exploiter le résutat de Ia Question pré-
cédente. 1)

3. Monrtrer aue K* =K\ {0} est un sous-aroupe de C* pour la multiplication (2]
Un automorphisme de K est une Bijection o:K — K telle que

[ 0(Az) =Ao(z) pour tout A € Q et pour tout z e K
2. o(z+w)=0(z)+ o(w) pour tout z,w e K
3. o(zw) = o(z)o(w) pour tout z,w € K.
4. Montrer aue lensemrle G des automorphismes de K est un aroupe pour la
comPpOsition des applications. £

S. Montrer Que si 0 € G alors o(A) =A pour tout A € Q En concure Que ¢ est
complétement déterminé par o(«). (2]

L. Montrer que si 0 € G alors o(x)* =—1. En conadure aue o(a) € {x, &3, —o, —a). (n



1 Montrer aue si B €{x, &, —a,—a’} C K alors
oplap+ajo+ a0 +a30’) = ag+ a1+ a4+ azp’,

définit un automorphisme de K. Indication : pour montrer Que op est Bijective
utiliser le résuttat de la Question |. (2]

8. Montrer aue G ={op|P € {a,o’,—a,—a’}} et Que ce aroupe est isomorphe au
aroupe de Klein (~ C, x C)). (31
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Toutes les réponses doivent étre justifiées!

Proeléme | Soit f e YX
(8) Montrer que A C f~1(f(A)) pour tout A C X.

(8) Montrer que f est injective si et seulement si A =f!(f(A)) pour tout A C X

Proeléme 2. Comrien existe—t-il, 3 isomorphisme prés, de aroupes aréliens d'ordre

IS 7 Déterminer leurs structures.

Prorleme 3. Soit G un aroupe cydliQue d'ordre £ et a € G un aénérateur.

(8) Déterminer les sous-aroupes H = (a?) et N = (a?).

() Déterminer la tarle de multiplication du aroupe @uotient L= G/N.

(0) Monrrtrer aue I'application x — x- N est un isomorphisme de H dans L

(@) Montrer aue G=H®N.
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