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Problème 1. Montrer que f ∈ YX est injective si et seulement si

f(A∩B) = f(A)∩ f(B),

pour tout A,B ⊂ X. [4]

Problème 2. Soient G un groupe cyclique et a ∈G un générateur de G. On suppose
que H est un groupe et que φ ∈ Hom(G,H) est surjectif.

1. Montrer que H est un groupe cyclique et que φ(a) en est un générateur. [4]

2. Montrer que si b ∈ G est d’ordre fini alors ω(φ(b)) 6 ω(b). [4]

3. Montrer que ω(φ(a)) = ω(a) si et seulement si φ est un isomorphisme. [4]

Problème 3. Soit G un groupe fini d’ordre p premier. Montrer que G est cyclique. [4]

Problème 4. Soit D3 = {I,ρ,ρ2,σ,σρ,σρ2}⊂O(2) un groupe diédral où ρ est une rota-
tion d’angle 2π/3 et σ une réflexion. Montrer que R3 = {I,ρ,ρ2} est un sous-groupe
distingué et que D3/R3 ≃ {I,σ}.(Rappel : ρσ = σρ−1) [4]
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Problème 1. Montrer que f ∈ YX est bijective si et seulement si, pour tout A ⊂ X,
f(X\A) = Y \ f(A). [4]

Problème 2. Combien existe-t-il, à l’isomorphisme près, de groupes abéliens d’ordre
12 ? Déterminer leurs structures. [4]

Problème 3. On pose α = eiπ/4 et on définit l’application

Φ : (a0,a1,a2,a3) 7→
3∑

k=0

akα
k
,

de Q4 dans C.

1. Montrer que Φ est un morphisme injectif du groupe additif Q4 dans le groupe
additif C. Indication : pour démontrer l’injectivité de Φ montrer que

Φ(a0,a1,a2,a3) = (a0 +(a1 −a3)/
√

2)+ i(a2 +(a1 +a3)/
√

2).

En utilisant le fait que
√

2 6∈ Q en conclure que KerΦ = {(0,0,0,0)}. [2]

2. Montrer que

K = {z =

3∑

k=0

akα
k |ak ∈ Q},

est un groupe pour l’addition. Indication : exploiter le résultat de la question pré-
cédente. [1]

3. Montrer que K∗ = K\ {0} est un sous-groupe de C∗ pour la multiplication. [2]

Un automorphisme de K est une bijection σ : K → K telle que

1. σ(λz) = λσ(z) pour tout λ ∈ Q et pour tout z ∈ K.

2. σ(z+w) = σ(z)+σ(w) pour tout z,w ∈ K.

3. σ(zw) = σ(z)σ(w) pour tout z,w ∈ K.

4. Montrer que l’ensemble G des automorphismes de K est un groupe pour la
composition des applications. [1]

5. Montrer que si σ ∈ G alors σ(λ) = λ pour tout λ ∈ Q. En conclure que σ est
complètement déterminé par σ(α). [2]

6. Montrer que si σ ∈ G alors σ(α)4 = −1. En conclure que σ(α) ∈ {α,α3,−α,−α3}. [1]



7. Montrer que si β ∈ {α,α3,−α,−α3} ⊂ K alors

σβ(a0 +a1α+a2α
2 +a3α

3) = a0 +a1β+a2β
2 +a3β

3
,

définit un automorphisme de K. Indication : pour montrer que σβ est bijective
utiliser le résultat de la question 1. [2]

8. Montrer que G = {σβ |β ∈ {α,α3,−α,−α3}} et que ce groupe est isomorphe au
groupe de Klein (≃ C2 ×C2). [3]
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Toutes les réponses doivent être justifiées !

Problème 1. Soit f ∈ YX.

(a) Montrer que A ⊂ f−1(f(A)) pour tout A ⊂ X. [2]

(b) Montrer que f est injective si et seulement si A = f−1(f(A)) pour tout A ⊂ X. [2]

Problème 2. Combien existe-t-il, à l’isomorphisme près, de groupes abéliens d’ordre
15 ? Déterminer leurs structures. [6]

Problème 3. Soit G un groupe cyclique d’ordre 6 et a ∈ G un générateur.

(a) Déterminer les sous-groupes H = (a2) et N = (a3). [2]

(b) Déterminer la table de multiplication du groupe quotient L = G/N. [3]

(c) Montrer que l’application x 7→ x ·N est un isomorphisme de H dans L. [3]

(d) Montrer que G = H⊗N. [2]
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