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Durée de I'examen : 180 minutes.
Documentts autorisés : aucun.
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Toutes les réponses doivent étre justifiées!

Probléme 1. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur

nature et calculer leur résidu le cas échéant (sans ouglier le point z=00) : (8]
. )
Sinz SIn~ z V4 z
filz) = ——, frlz)= , f3(z) =——, falz) = .
1(z) 2 2(z) 2 3(2) Sinz alz) =1 7
Probléeme 2. Caleuler intéarale (6]
 ginZx
[y
0 X

Indications : Utiliser lidentité

1 1 . 1 .

s 2 2ix —2ix
— 2 (1—cos2x) = —(1— Z(1—

sin”x (1—cos2x) (1—e™)+-(1—e )

1 1— 2iz
= —%  dz,
r

sur le contour I de la figure suivante dans la limite 1 — 0, R — co. Montrer que
lintéarale sur le demi-cercle de rayon R tend vers 0, Que intéarale sur les deux
seaments de axe réel tend vers I et évaluer lintéarale sur le demi-cercle de rayon
T dans la limite 1 — 0.

et considérer lintéarale
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Probleme 3. (3) Montrer aue la fonction homoaraphique

_1+z
1=z

w=d(z)

transforme le disaue unité D ={z € Cl|z| < 1} dans le demi-plan P ={w € C|Rew > 0}. En
déduire Que la fonction

est analytiQue dans D. (2]

(B) Caleuler f'(z) et en déduire aue N

(@) En remarauant qQue f(0) =0, déterminer le développement de Taylor de f en

z=0. t
(d) Montrer que pour tout x €] —1,1[, on a f(x) = arth(x). tn
(e) ENn déduire le développement de Taylor de la fonction arctan(x) en x = 0. tn
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Probléme 1. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur

nature et calculer leur résidu le cas échéant (sans ouglier le point z=o00) : (9]
1—cosz z z
filz) =—73— hla)=1—7. Bl&)=5—
Probléme 2. Calculer intéarale (6]

7'[/2 1
I:J —de,

0 a-+sin“x

pour |al > 1 en utilisant le théoréme des résidus.

Probléme 3. (Lemme de Schwarz) Soit f analytiQue dans le disque unité D ={z ¢
Cllzl < 1} et telle que [f(z)| <1 sur D et f(0) =0. Montrer aue [f(z)| < |z| pour tout
zeD. 61

Indication : appliQuer le principe du maximum a la fonction

g(z):{ LZZ) siz € D\ {0},
f'(0) siz=0,

sur le disaue D, ={z € C||z| <1} et considérer r — 1.
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Probléme 1. Pour chacune des expressions suivantes, déterminer les valeurs des
constantes réelles a,b,c,d pour lesquelles w = f(x+1iy) définit une fonction analy-
tiQue de z=x+1iy, x,y € R,

w = x+ay+i(bx+cy),
w = x>+ axy+by?+i(ex® + dxy +y?).

Probléeme 2. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur
nature et calculer leur résidu le cas échéant (sans ourlier le point z =o00) :

sinz 1 1
file) === hle)=1r5 Bl =177

Probleme 3. (3) A l'aide du théoréme des résidus, montrer que si ' est le contour
de 13 figure ci-dessous et 0 <1< 1 <R, alors pour tout k € C,

zk ~
3@ dz = mel®™/2, O
r 1422

Im
A

Remaraue : on définit zX =eklo2lz) ol Log est Ia Branche principale du loaarithme.

(4]

(6]

(3]



Dans le suite, on décompose lintéarale (N en 4 parties : lintéarale sur le demi-
cercle de rayon r, celle sur le demi-cercle de rayon R et celles sur les intervalles
réels [—R,—1] et [r,R].

(B) Montrer aue si Re(k) > —1, l'intéarale sur le demi-cercle de rayon r tend vers 0
lorsaue T — 0.

(@) Montrer aue si Re(k) < 1, l'intéarale sur le demi-cercle de rayon R tend vers 0
lorsQue R — oo.

(d) On dénote par I lintéarale sur le seament [—R,—1] et par I, celle sur le

seavent [r,R]. Montrer aue I_ =e*7L,.
(e) Déduire de ce aui précéde @ue pour Re(k) €] —1,1],
% gk i 1
li L= —sdt=— ————. (2
0 R0 Jo 1+ t2 2 cos(km/2)

Probléme 4. On se souviendra Que la fonction Ganmma d’'Euler est détinie par
o0
rz2) :J letdt, (3)
0

pour Re(z) >0 et auelle adwet une extension méromorphe 3 C dont les pSles se
situent aux entiers Nnon positifs z=0,—1,—2,...

(3) Montrer aque pour 0 <Re(z) <1,0n a

o0 roo 2z—1
I'z)I(1—2z) =4J J (f) e_(szﬂJszxdy. +
0 Jo \Y

Indications : utiliser 2 £ois la formule (3) en y effectuant la premiére f£ois le
chanaement de variagle t = x> et la seconde fois t =1y?.

(B) En passant en coordonnées polaires dans la dourle intéarale (4), montrer qQue

pour 0 <Re(z) <1,
/2

MNz)rl—z) = ZJ ctg(@)** Lde.
0

(@) En effectuant le chanaement de variagle u=ctg(@), en déduire Que

00 u2271
MNz)r(l—z)= ZJO R du,
pour 0 <Re(z) < 1.
(@) Utiliser la formule () pour ortenir
T
1—2z)= .
Mzl —z) sin(7z)

ExpliQuer pourQuoi la formule précédente est vraie pour tout z € C\Z

(Session | — 2010/D

t

t

t
(21

t

(21

t
(21



UNIVERSITEwSUD IFACULTE DES SCIENCES ET TECHNIOUES

Licence de Mathématiques

Module M63

TOULON - VAR

Durée de I'examen : 120 minutes.
Documents autorisés : aucun.
Raréme : les points attrirués a chaque proeléme sont Notés en marae.

Toutes les réponses doivent étre justifiées!

Probléme 1. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur

nature et calculer leur résidu le cas échéant (sans ouglier le point z=o00) : (6]
fi(z) = 1 —cos?z fy(z) = z fa(z) = 1
1 — ZZ 5 2 _l_ez’ 3 _1—Z+Zz.

Probléme 2. On considére la fonction définie, pour Imz > 0, par lintéarale

flz) = — J L S 0
-~ 2m) _cos(k)—z
(8) Montrer que f est analytiQue dans le demi-plan Imz > 0. (31

() A laide du chanaement de variagle w = e montrer aue

f(z) i} 1 dw
2)=¢ ———— —,
rw2—2zw+1 in

ou I désiane le cercale unité parcouru positivementt. (4]

(@) Evaluer lintéarale précédente par la méthode des résidus pour Imz > 0. (Indica-
tion : poser z = cosh(x +10) = cosh(x)cos(0) + isinh(x) sin(0) avec x >0 et 0 €]0, ). (L]

(d) Montrer aque f adwet un prolonaement analytiQue au domaine {z||z| > 1} donné

par
1

z21—2z72

Discuter les sinaularités de cette fonction. (4]

f(z) =—

(Session 2 — 2010/ID
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Probléme 1. Pour chacune des expressions suivantes, déterminer les valeurs des
constantes réelles a,b,c,d pour lesquelles w = f(x+iy) définit une fonction analy-
tiQue de z=x+iy, x,y € R,

w = ae’™+cedy,

=

a ebx—i—cg )

Probléeme 2. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur
nature et caleuler leur résidu le cas échéant (sans ourlier le point z = oco) :

fi(z) = " , fa(z) =

sinz 1

sh(7mz)

z2

Probléme 3. (3) A laide tu théoréme des résidus, démontrer Que pour a >0 on a

lidentité

1

T

I(a):ljﬁ dx

0o atcos®’x  /ala+1)

() Montrer que Ia fonction a— I(a) adwet un prolonaement analytiQue au plan

coupé C\ [-1,0].

(@) Caleuler J(a) =limgjo(I(a+ie)—I(a—ie)) pour a €] —1,0[ et montrer que

J(a)=—

21

—a(a+1)

(d) Déterminer le développement de Laurent de 1(z) dans la couronne |z| > 1. Indica-

tion : remarquer Que

1 1 1

a+cos?x a4 cosx
a

o0

n=0

(="

cos2™(

X)

(Session | — 20I15/16)
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Probléme 1. Déterminer tous les polyn&mes P et Q 3 coefficients complexes tels
Que lexpression w = f(x+iy) = P(x) +1Q(y) définisse une fonction analytiQue de
z=x+1iy,x,yeR (2]

Probléme 2. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur
nature et caleuler le résidu de chaque singularité isolée (/- dénote la Branche
principale de la racine carrée). (4]

1422
fi(z) =

= — ., fa(z) = vz(l1 —2z).
sin(7mz)

Probléme 3. Déterminer les développements de Taylor/Laurent de la fonction

z2—1

flz) = (z+2)(z+3)

sur les domaines |z| <2, 2 < |z| <3 et |z| > 3. (L]

Probléme 4. La transtormée de Borel de la série

est la série définie par

n=0
(D Montrer que si f a un rayon de converaence p >0 alors sa transformée de
Borel est une fonction entiére et Que pour tout 0 <1 < p il existe une constante
C, telle que
|(Bf) (w)| < Cre™T

pour tout w € C (utiliser l'estimation de Cauchy de a, D. (21
(1) En déduire que pour |z| < p on a la formule d'inversion
o0 1 (0.0)
f(z) :J (Bf)(tz)e tdt = ZJ (Bf)(t)e t=dt,
0 0

Lintérét de cette derniére formule est aue si la fonction t — (Bf)(t) ne croft pas
trop vite sur l'axe réel Iorsque t — +oo, elle fournit une continuation analytiQue
de f. (2]



(3) Comme exemple, considérer la fonction

f2) =Y S0 (Re() > 0)

Qui est analytiQue dans le disque unité (rayon de converaence p = 1). Montrer que
sa transformée de Borel est donnée par (21

I
(Bfa)(w) = Jo s e (s,

(4 Montrer aque

1 ta—l
f = dt
a(Z) ‘[0 1+1tz

et en déduire Que f, adwet une continuation analytiQue au plan coupé C\]—oco,—1]. [2]
(Session | — 2016/
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Probléme 1. Déterminer toutes les fonctions f,g:R — C, telles Que I'expression

w=F(x+1y) = f(x) +1g(y) définisse une fonction analytiQue de z=x+iy, x,y € R. (3]
Probléme 2. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur
Nnature et caleuler le résidu de chaque singularité isolée. (6]
1+22 sin(z)
f1(z) = ———, f2(z) = ——
1(z) sinh(mz) 2(2) z?

Probleme 3. (3) Montrer que 'expression

définit une fonction analytiQue dans le disque unité D ={z c C||z| < 1}. (3]

() Montrer que le développement de f en z =0 est donné par
o0
f(z) = Z Anz"
n=1

ou A, est le nomgre de diviseurs de n. (3]

Probléme 4. Caleuler intéarale

00 eiwt
f(t) = J 5 dw
oo I+ w

pour t € R 3 I'aide du théoréme des résidus. La fonction f est-elle différentiarle sur
R? (5]

(Session 2 — 201/
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Probléeme 1. Déterminer les sinaularités des fonctions suivantes, discuter leur
nature et caleuler le résidu de chaque sinaularité isolée. L8l

fi(e) = —2, fo(e) = 1B iy e )=
sin(z) z l1—e

Probléme 2. Déterminer les développements de Taylor/Laurent de la fonction
z
z2+1
sur les domaines |z| < 1 et |z| > 1. (L]

f(z) =

Probléme 3. Caleuler intéarale

Indications : Utiliser lidentité

sin’(x) = %(1 —cos(2x)) = %(1 —e™) +411(1 _ e,

1 [ 1—e%=
= - d
] 4 ﬁ“ 22 z

sur le contour T de la figure suivante. (6]

et considérer lintéarale

Im
A

Re
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