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Le modèle XY

Un spin 1/2 est décrit par l’espace de Hilbert C2 muni de la base orthonormée

|↑〉=

(

1
0

)

, |↓〉=

(

0
1

)

.

Les matrices de Pauli

σ(1) =

(

0 1
1 0

)

, σ(2) =

(

0 − i

i 0

)

, σ(3) =

(

1 0
0 − 1

)

,

forment, avec la matrice unité I, une base de l’algèbre des observables de ce système. Elles
représentent les composantes du spin selon les 3 directions de l’espace. On considère une chaîne
de L spins 1/2. L’espace de Hilbert de la chaîne est H=C2⊗C2⊗� ⊗C2. Pour k ∈ {1, 2, 3} et
x∈Λ(L)= {1, 2,� , L},

σx
(k)

= I ⊗� ⊗σ(k)⊗� ⊗ I ,

est la composante du spin numéro x selon la direction k. L’hamiltonien de la chaîne est

HL =
h

2

∑

x=1

L

σx
(3)

+
λ

2

∑

x=1

L−1
(

σx
(1)
σx+1

(1)
+ σx

(2)
σx+1

(2)
)

,

où λ ∈ R est la constante de couplage entre spins plus proches voisins et h ∈ R l’amplitude du
champ magnétique.

Le but de ce problème est de calculer l’énergie libre de ce système dans la limite thermody-
namique.

1. (La transformation de Jordan-Wigner) Pour x∈Λ(L) on pose

bx =
1

2
σ1

(3)
σ2

(3)�σx−1
(3) (σx

(1)− iσx
(2)).

Démontrer les relations

σx
(1)

= σ1
(3)�σx−1

(3)
(bx + bx

∗),

σx
(2)

= iσ1
(3)�σx−1

(3)
(bx − bx

∗),

σx
(3)

= 2bx
∗bx − 1.

2. Montrer que bx et bx
∗ satisfont les relations d’anti-commutation canoniques

{bx, by}= 0, {bx
∗ , by

∗}= 0, {bx
∗ , by}= δxy.

(On se souviendra des relations: σ(j)σ(k) = δjk + iǫjklσ
(l)).

3. Montrer qu’on peut écrire l’hamiltonien HL en termes des opérateurs bx et bx
∗

HL =
∑

x=1

L

hbx
∗bx −

∑

x=1

L−1

λ(bx
∗bx+1 + bx+1

∗ bx)−
L

2
h.
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4. Montrer que si A= (Axy) est une matrice L×L autoadjointe, l’opérateur

A=
∑

x,y=1

L

Axy bx
∗by, (1)

est autoadjoint sur H et que son spectre est donné par

sp(A)=

{

∑

k=1

L

nkαk|nk ∈ {0, 1}

}

,

où α1,� , αL sont les valeurs propres de A.

5. Montrer que le spectre de la matrice tridiagonale, L×L,

HL =





















h −λ 0 � 0 0 0
−λ h −λ � 0 0 0
0 −λ h � 0 0 0
 
 
 � 
 
 

0 0 0 � h −λ 0
0 0 0 � −λ h −λ

0 0 0 � 0 −λ h





















,

est donné par

sp(HL)= {h− 2λcos k |k ∈Λ∗(L)},

où

Λ∗(L)=

{

m
π

L+1
|m=1, 2,� , L}

.

Indication: écrire (HLψ)x = hψx −λψx−1− λψx+1 avec les conditions aux bords ψ0 = ψL+1 = 0 et
faire l’Ansatz ψx = sin(kx).

6. Déterminer le spectre de HL. Indication: écrire HL +Lh/2 sous la forme (1).

7. Montrer que la fonction de partition canonique est donnée par

ZL(h, β)= tr(e−βHL)= eβhL/2
∏

k∈Λ∗(L)

(1+ e−β(h−2λcos k)).

8. Calculer l’énergie libre en limite thermodynamique

f(h, β)=− lim
L→∞

1

βL
logZL(h, β).
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Le gaz de Bose imparfait (approche du champ moyen)

On considère un gaz de Bosons (de spin 0) confiné dans une boîte cubique de côté L

Λ = {x = (x1, x2, x3)∈R
3 |0 6 xi 6L, i =1, 2, 3}.

L’énergie cinétique d’un boson est donnée par l’opérateur autoadjoint Hcin = −∆ sur l’espace de
Hilbert H = L2(Λ, dx) avec conditions aux bords périodiques. Les fonctions propres normalisées
de cet opérateur sont

Ψk(x) =
1

V
√ eik·x, (V = L3, k ∈Λ∗=

2π

L
Z

3),

et HcinΨk = ε(k)Ψk avec ε(k) = |k |2.

1. Seconde quantification

Soit F = Γ+(H) l’espace de Fock bosonique sur H, Ĥ
cin

= dΓ(Hcin) la seconde quantification de

l’énergie cinétique et N̂ = dΓ(I) l’opérateur nombre de bosons.

Les opérateurs d’annihilation et de création d’états propres de l’énergie cinétique seront notés

ak = a+(Ψk), ak
∗ = a+

∗ (Ψk),

et les |{nk}〉 dénotent les vecteurs de la base d’occupation correspondante

Ĥcin|{nk}〉=
∑

p∈Λ∗

np ε(p), N̂ |{nk}〉=
∑

p∈Λ∗

np.

On introduit aussi les opérateurs nombre de bosons dans l’état Ψp,

n̂p = ap
∗ap, n̂p|{nk}〉=np|{nk}〉.

2. Potentiel de paire

On suppose que les bosons interagissent par un potentiel de paire répulsif v, c’est-à-dire que

l’opérateur d’énergie potentielle V̂ est donné, dans le secteur à N particules, par l’expression

(V̂ Φ)(N)(x1,� , xN)=
∑

16i<j6N

v(xi − xj)Φ
(N)(x1,� , xN),

où v(−x)= v(x) est une fonction Λ-périodique

v(x)=
1

V

∑

k∈Λ∗

v̂ (k)eik·x, v̂(k)=

∫

Λ

v(x)e−ik·x d3x.

Question 1. Montrer que

V̂ =
1

2V

∑

p,q,h∈Λ∗

v̂(h)ap+h
∗ aq−h

∗ aqap.
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On supposera dans la suite que le potentiel v est normalisé par la condition v̂(0) =1.

3. Théorie de perturbation

L’hamiltonien complet du gaz de bosons est Ĥλ = Ĥcin +
1

2
λV̂ . Si les interactions sont faibles, il

est pertinent de traiter le système au premier ordre de la théorie de perturbation en λ. A cet

ordre, les valeurs propres de Ĥλ sont données par

Eλ({nk})= 〈{nk}|Ĥλ|{nk}〉=
∑

p∈Λ∗

np ε(p)+
λ

4V

∑

p,q,h∈Λ∗

v̂(h)〈{nk}|ap+h
∗ aq−h

∗ aqap|{nk}〉.

Question 2. Montrer que

Eλ({nk})=
∑

p∈Λ∗

np ε(p)− λ

4V

[

∑

p∈Λ∗

np(np + 1)−
∑

p,q∈Λ∗

(1+ v̂(p− q))npnq

]

.

4. Hamiltonien effectif

Dans la limite des faibles densités et des petites températures la longueur d’onde thermique et la
distance moyenne entre particules sont grandes par rapport à la longueur de diffusion du poten-
tiel v. Dans ce cas, seules les ondes s sont sérieusement diffusées par le potentiel v et on peut
remplacer ce dernier par le potentiel effectif

veff(x)= v̂(0)δ(x),

ce qui équivaut à v̂eff(k) = 1 (en fait le potentiel δ(x) n’a pas de sens en dimension 3 et on doit
lui substituer un pseudo-potentiel, mais ce détail n’a pas de conséquences au premier ordre en
λ). Montrer qu’en faisant cette approximation on peut, au premier ordre en λ, remplacer

l’hamiltonien Ĥ
λ
par l’hamiltonien effectif

Ĥcin+
λ

2V

(

N̂
2− 1

2
N̂ − 1

2

∑

p∈Λ∗

n̂p
2

)

.

Cependant, pour simplifier la discussion, nous ne retiendrons que le premier terme d’ordre λ et
poserons

Ĥ
λ

eff = Ĥcin +
λ

2V
N̂

2
.

5. Fonction de partition grand canonique

La fonction de partition grand canonique du modèle effectif est

Ξλ,V (β, µ)= tr e−β(Ĥλ
eff−µN̂ ),

où β est donné en terme de la température T par β = 1/kBT et µ est le potentiel chimique.

Question 3. Montrer que la fonction de partition s’écrit comme

Ξλ,V (β, µ) =
∑

{nk}

e
−β

∑

p∈Λ∗(ε(p)−µ)np−
βλ

2V

(

∑

p∈Λ∗np

)2

.
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En déduire qu’on peut également l’exprimer comme

Ξλ,V (β, µ) = eβλν2V /2
∑

{nk}

e
−β

∑

p∈Λ∗(ε(p)−µ+λν)np−Vβλ
1

2

(

ν−V −1
∑

p∈Λ∗np

)2

,

où ν ∈R est un paramètre arbitraire.

Désignons par

〈A〉β,µ,V =
1

Ξ0,V (β, µ)
tr
(

Ae−β(Ĥcin−µN̂ )
)

,

la moyenne grand canonique du gaz de Bose idéal. On se souviendra des expressions suivantes

〈n̂p〉β,µ,V =
1

eβ(ε(p)−µ)− 1
, 〈n̂p

2〉β,µ,V =
eβ(ε(p)−µ) + 1

(eβ(ε(p)−µ)− 1)2
.

Question 4. Montrer qu’on peut écrire

Ξλ,V (β, µ)= Ξ0,V (β, µ−λν)eVβλν2/2〈e−λVQ〉β,µ−λν,V ,

où

Q =
β

2

(

ν − 1

V

∑

p∈Λ∗

n̂p

)2

.

6. Choix du paramètre ν

Question 5. Montrer que pour tous β > 0 et µ∈R l’équation

ν =
1

V

∑

p∈Λ∗

〈n̂p〉β,µ−λν,V ,

a une unique solution ν = νV (β, µ) > µ/λ (résolution graphique !). On pose µc(β) = λρc(β) =
λρ0(β, 0). Montrer que si µ 6 µc(β)

lim
V →∞

νV (β, µ)= ν(β, µ),

où ν(β, ν) est l’unique solution de l’équation

ν = ρ0(β, µ−λν).

Montrer que si µ > µc(β) alors

νV (β, µ)=
µ

λ
+

1

βV (µ− µc(β))
+O(V −2),

et par conséquence

ν(β, µ) = lim
V →∞

νV (β, µ)=
µ

λ
.
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7. Calcul de la pression

On rapelle que la pression p est donnée, dans la limite thermodynamique, par

pλ(β, µ)= lim
V →∞

1

βV
logΞλ,V (β, µ),

et que la densité se calcule comme

ρλ(β, µ)=
∂pλ

∂µ
(β, µ).

Pour le gaz idéal, on a

p0(β, µ)=− 1

β

∫

R3

dp

(2π)3
log
(

1− e−β(ε(p)−µ)
)

,

ρ0(β, µ)=

∫

R3

dp

(2π)3
1

eβ(ε(p)−µ)− 1
.

pour β > 0 et µ 6 0.

Question 6. En admettant que

lim
V →∞

1

V
log 〈e−λVQ〉β,µ−λνV (β,µ),V = 0,

montrer que la pression du gaz de Bose est donnée par

pλ(β, µ)= p0(β, µ−λν(β, µ))+
λ

2
ν(β, µ)2 =







p0(β, µ−λν(β, µ)) +
λ

2
ν(β, λ)2 si µ < µc(β),

p0(β, 0)+
1

2λ
µ2 si µ > µc(β),

et la densité par

ρλ(β, µ) =
∂pλ

∂µ
(β, µ)= ν(β, µ).

En déduire l’équation d’état

pλ(T , ρ)=







p0(T , ρ) +
λ

2
ρ2 si ρ < ρc(T ),

p0(T , ρc(T ))+
λ

2
ρ2 si ρ > ρc(T ).
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