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Progléme principal. Soit f la fonction définie sur le domaine D(f) = R par la £ormule

X

1 pour x =0.

pour x # 0,

la Montrer Que f est continue sur R

B2 Montrer que f est dérivarle sur R et calculer sa dérivée f.

lc Déterminer les asywptotes de f.

I[d Montrer que f(x) > 0 pour tout x € R

2.8 Montrer que la fonction e * est convexe, et caleuler 'équation de la tanaente
3 son araphe au point (0,1). En conadure aue linéaalité

e *>1—x,

est vraie pour tout x € R

2B A laide de linécalité précédente, montrer Que f est monotone décroissante
sur R

2.c Tracer le araphe de f.

Proeleme supplémentaire. Soit f la fonction définie sur le domaine D(f) = [0, ool par
la formule
| —xlogx pour x #0,
fix) = { 0 pour x = 0.

la Montrer que f est continue sur D(f).

[ Montrer que f est concave.

lc Montrer que f(x) > 0 pour tout x €]0, 1[.

l[d Caleuler la valeur maximale de f(x) pour x € [0, 1].
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Exercice |. (1 points) Soit P le polyn&me : P(X) = X3 —3X +b ol b est un nomere
réel donné.

(N Déterminer pour auelle valeurs de b le polynSme P adwvet une racine douele. Soit
Xi(b) cette racine; la caleuler pour toutes les valeurs trouvées de b.

(1) Montrer que si P adwvet une racine dougle, il adwet nécessairement une autre
racine réelle X;(b) Que 'on calculera.

(3) On note f le polyn&me P correspondant 3 b = 3 et (u,), I8 suite définie par
wu =5/4et u,,; =f(u,) pour ne N

(3) Former le tarleau de variation de f et en déduire par récurrence Que :

meN, u,>1 et up; <u,.
() Démontrer Que la suite (u,), est converaente et caleuler sa limite.

Exercice 2. (7 points) Soit f la fonction définie sur le domaine D(f) = R par la
formule

) 1 pour x # 0,
X)) =
1 pour x = 0.

(D Montrer aque f est continue et dérivarle sur R. Calculer sa dérivée.

() Démontrer linéaalité
VxeR, e *>1—x.

EN conclure que f est monotone décroissante sur R

(3) Déterminer les asymptotes de la courre représentative de f et préciser la
pOsition de cette course par rapport aux asywmptotes. Tracer le araphe de f.

Exercice 3. (b points) Toutes les Questions de cet exercice sont indépendantes.
Tous les caleuls doivent étre justifiés et détaillés. On rappelle auune primitive sur
Rde x — (1+x?) 2 est x > In(x+vVx2+ 1) et @ue V3 > 1.73.

(8) ExpliQuer pourquoi intéarale suivante est rien définie puis la calculer :
1
J x(Arctg (x))?dx.
0

() Soit r > 0 et a > 0 deux nOMmBres réels. ExpliQuer pourquoi llintéarale suivante :

a Xr
——dx
Jo Vx?+a?



est Bien définie puis démornrtrer Que pour r = 1/2 elle Nne dépend pas de a. La calculer
dans ce cas. On pourra penser 3 utiliser des chanaements de variagle.

() Pour auelle raison lintéarale suivante existe :

N

J dx 0
o (3+2cos(x))?"

Donner un encadrement de sa valeur au 100%™ prés. On pourra remarQuer Que :
1/2 < /6.
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Exercice | (1 poirts) Soit P le polyn&me P(X) = 2X2 —9X2 + 12X +Db ou b est un
NOMBre réel donné.

(a) Déterminer pour Quelle valeur de b le polyn&me P adwet une racine dougle.

() Montrer Que si P adwet une racine dougle X;(b) il adwmet Nnécessairement une
autre racine réelle X,(b). Caleuler X;(b) pour les valeurs de b trouvées dans la
Question (a).

(@) Former le tarleau de variation de la fonction x — P(x) pour les valeurs de b
trouvées dans la Question (3).

(d) Montrer aue, Quelle Que soit la valeur de b, léquation P(x) = x adwet toujours
au moins une solution réelle.

Exercice 2. (3 points) On considére l'expression suivante, dans laquelle A et B
sont des parametres réels :
f(n) = An+ B.

(8) Déterminer toutes les valeurs de A et B pour lesquelles cette expression
définit une application :
f:Z — 7.
() Pour quelles valeurs de A et B I'application f:Z — Z est-elle injective ?
(@) Pour quelles valeurs de A et B l'application f:Z — Z est-elle surjective ?

(d) Pour quelles valeurs de A et B l'application f:Z — Z est-elle Bijective 7 Détermi-
ner dans ces cas I'application réciproque f %

Exercice 3. (S points) Soit f:[0,00[— R, la fonction définie par l'expression sui-
vante :
100 ={ ce b X0
(3) Montrer que f est continue sur [0, co[ et caleuler lim, o f(x).
(8) Montrer aue f est dérivarle sur |0, ocol. Caleuler f'(x) et lim, o f'(x).
(@) Déterminer les 28ros de f et de . EtaBlir le tarleau de variation de f.

(d) Montrer que f adwet un minimMuw 8BsOlu M = minye(g o f(x). Calouler m et
lensemgle des point u € [0, oo tels Que f(u) = m

(e) Tracer la couree représentative du araphe de f et discuter ses asymptotes.



Exercice 4. (S points) Toutes les Questions de cet exercice sont indépendantes.
Tous les caleuls doivent étre justifiés et détaillés. On rappelle @uune primitive sur
R de x — (1+x?)"! est x — Arctg (x), @ue 1/v/101 a pour valeur approchée par défaut
0,099 et Que Arctg(1/3) a pour valeur approchée par exces (), 322.

(3) Sur auels intervalles de R la fonction x — (x(x?+1)?)"! adwet-elle des primitives.
En calculer une.

(B) ExpliQuer pourauoi intéarale suivante est définie, puis la caleuler :

g
J xtg (x)?dx
0

(@) Pour auelle raison lintéarale suivante existe :

Jl dx 0
0 VO+x2)2+1

Donner un encadrement de sa valeur au 100°™¢ preés.
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Exercice |. (6 points) Soit f: R — R la fonction détinie par f(x) = xarctg v/x2 — 1.
(N Quel est le domaine de définition de f?
() Caleuler la dérivée de f et en déduire le sens de variation de f.

(3) Etudier le siane de la dérivée seconde de f. Quelle propriété de f peut-on en
déduire ?

(4 Montrer que pour tout t > 0

tgt + t ! n
arc arc - = —.
g g T 9
En déduire les coefficients a) et a; tels qQue

1

tgt =ap + Lt e(t)
O Tt ’

pour t > 0, avec lim_, e(t) =0.

() Morvtrer 3 partir du résultat précédent Que le araphe de f adwet une asywptote
3 +oo dont on donnera 'équation.

() Donner lallure du araphe de f.

Exercice 2. (S points) Pour a réel et strictement positif on considére la fonction
fo : [0, 00[— R détinie par f.(x) = exp(—a/x).

(D Montrer que f, adwet une primitive sur [0, col.

(1) Soit F, la primitive de f, telle que F,(0) = 0. Montrer aue
1 2
Fa(x) = 5 Fi(a™),
a

pour x > 0.

(3) Caleuler Fi(x) en effectuant d'arord le chanaement de variaele x = y?, puis une
intéaration par parties.

(4 Montrer aue .

lim J fo(t)dt

X—00 0

existe et caleuler sa valeur.

(S) Montrer aue f, posséde une primitive G, telle Que lim,_ .o, Gq(x) = 0.



Exercice 3. (9 points) Soit P le polyndme P(x) = 16x° — 20x3 + 5x + a, ol a est un
parametre réel.

(N Démontrer aue P a toujours au moins une racine réelle pour toute valeur de a.

() (3) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles P adwmet une racine dousle!

() Achever la décomposition de P sur R dans ces @as.

(3) Soient I = [b,c], b < c,un intervalle fermé et Borné de R, f: I — I une application
continue strictement décoroissante et u: N — I la suite réelle définie par : uy = b
et u,,1 = f(u,) pour tout n € N,

(3) Démontrer auil existe un et un seul point x* appartenant 3 I tel Que f(x*) = x*.
On utilisera hypothése de la décroissance de f.

() Démontrer Que les deux sous-suites {Usn fnen €t {Usni1lnen SONt respectivementt
oroissante et décroissante. En déduire auelles sont converaentes. Vérifier aue
Uon < Ugmy1 POUr tout n € N et pour tout m € N. On pourra utiliser la fonction
auxiliaire g =fof.

(@) On suppose maintenant que f est dérivarle sur I et que

K =suplf'(x)] < 1.
x€l

Démontrer Que {usnnen €t {Usn 1lneny SONt adjacentes (on pourra utiliser la for-
Mmule des aceroissements £inis). Conclure aque lim,, u,, = x*.

(d) Socient a=-2,1=11, %] et f: 1 — R définie par

P(x)

f(x) =x— 6

Etarlir Que les éauations P(x) = 0 et f(x) = x sont éauivalentes sur 1 ExpliQuer
comment utiliser 'étude faite en (R) et (@) pour trouver une valeur approchée de
la racine de P.

(Session | —1999)
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Exercice | (1 poirts) Soit P le polyn&me P(X) = 2X2 —9X2 + 12X +Db ou b est un
NOMBre réel donné.

(a) Déterminer pour Quelle valeur de b le polyn&me P adwet une racine dougle.

() Montrer Que si P adwet une racine dougle X;(b) il adwmet Nnécessairement une
autre racine réelle X,(b). Caleuler X;(b) pour les valeurs de b trouvées dans la
Question (a).

(@) Former le tarleau de variation de la fonction x — P(x) pour les valeurs de b
trouvées dans la Question (3).

(d) Montrer aue, Quelle Que soit la valeur de b, léquation P(x) = x adwet toujours
au moins une solution réelle.

Exercice 2. (3 points) On considére l'expression suivante, dans laquelle A et B
sont des parametres réels :
f(n) = An+ B.

(8) Déterminer toutes les valeurs de A et B pour lesquelles cette expression
définit une application :
f:Z — 7.
() Pour quelles valeurs de A et B I'application f:Z — Z est-elle injective ?
(@) Pour quelles valeurs de A et B l'application f:Z — Z est-elle surjective ?

(d) Pour quelles valeurs de A et B l'application f:Z — Z est-elle Bijective 7 Détermi-
ner dans ces cas I'application réciproque f %

Exercice 3. (S points) Soit f: [0, 00— R, la fonction définie par expression sui-
vante :
100 ={ (e bomr x20
(3) Monttrer que f est continue sur [0, o[ et caleuler lim, ., f(x).
(8) Montrer aue f est dérivarle sur |0, ool Caleuler f'(x) et lim, o f'(x).
(@) Déterminer les 28ros de f et de . EtaBlir le tarleau de variation de f.

(d) Montrer que f adwet un miniMuw 8RsOlU M = minye(g o f(X). Caleuler m et
lensemgle des point u € [0, oo tels Que f(u) =m

(e) Tracer la courre représentative du araphe de f et discuter ses asymptotes.



Exercice 4. (S points) Toutes les Questions de cet exercice sont indépendantes.
Tous les caleuls doivent étre justifiés et détaillés. On rappelle @uune primitive sur
R de x — (1+x?)"! est x — Arctg (x), @ue 1/v/101 a pour valeur approchée par défaut
0,099 et Que Arctg(1/3) a pour valeur approchée par exces (), 322.

(3) Sur auels intervalles de R la fonction x — (x(x?+1)?)"! adwet-elle des primitives.
En calculer une.

(B) ExpliQuer pourauoi intéarale suivante est définie, puis la caleuler :

g
J xtg (x)?dx
0

(@) Pour auelle raison lintéarale suivante existe :

Jl dx 0
0 VO+x2)2+1

Donner un encadrement de sa valeur au 100°™¢ preés.
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