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Série 8 — Les groupes SO(2) et U(1)

On dénote par SO(2) le groupe des matrices orthogonales 2 x 2 de déterminant 1, et par
U(1) celui des “matrices” unitaires 1 x 1 (i.e., des nombres complexes de module 1).

Exercice 1

1.

2.

Soit A = ((1) _é). Calculer, par récurrence, A* pour & > 1. En déduire une expression

explicite pour .
Ap _ (P_ k
e’ = Z ] A
k>0

Montrer que ’application
P: R — SO(2)
@ = el

est un morphisme surjectif de (R, +) vers (SO(2),-). Quel est son noyau? En conclure
que SO(2) ~ U(1).

Exercice 2

1.

Montrer que toutes les représentations de dimension 1 de SO(2) dans les C-espaces
vectoriels sont de la forme

T (e49) = el k¥, kelZ.

Soit Py l'espace vectoriel des fonctions 2m-périodiques f : R — C. On définit
I’application
T(p : Py — Po
f@) = f+e)

Montrer que 7(e4¥) = T, définit une représentation de SO(2) dans Py.

. Montrer que

1 2w

Py T (€M) (e??) dy

est un projecteur et calculer son image.
A T’aide du théoréme de Dirichlet sur les séries de Fourier, montrer que

Y P=id

kEZ

Wz@ﬂk.

kEZ

et en déduire que

Soit Py = Py N C%(R,C). On définit

L: Py, — Py
flz) = f'(=z)

Montrer que L commute avec chaque Py et en déduire ses valeurs propres et fonctions
propres.
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Série 9 — Rotations, générateurs et le groupe SO(3)

Exercice 1

Soient A et B des matrices n X n quelconques.

1.

2.

3.

Montrer que
d
E eAt =A eAt .
Montrer que det(I +eB) =1+ Tr B + O(e?), et en déduire que

d_dt det(e?t) = Tr A det(e?).

Déterminer alors det(e??).
Soit B(t) = e Be 4*. Montrer, en calculant ses dérivées, que

1k
k>0

ou By = B, By = [A,B] = AB — BA et By = [A,Bg| pour k > 1 (formule des
commutateurs emboités ou de Baker-Campbell-Hausdorff).

Exercice 2

1.

Soit m un vecteur unité de R3. Soit R, la rotation d’angle o autour de n. Exprimer
Ry, (z) en fonction de n -z et n A .

Indication: Travailler dans une base orthogonale contenant n et n A z.

Déterminer la matrice A(n) telle que

Exprimer R, , & I'aide de nnT et A(n), et vérifier que Ry, o € SO(3).

. Montrer que

d
_Rna =A Rna
da Ll (n) )

et en déduire eA(Me,

Rappel: Pour z,y,z € R3, 2 A(yAz) = (z-2)y — (z-y)z.

Soit (e1, ez, e3) la base canonique de R®. On dénote A(e;) par A;. Calculer le commu-
tateur [A;, A;] = A;A; — AjA; pour tout couple (4,7). En déduire [A(n), A(m)] pour
deux vecteurs quelconques n,m € R3.

Soit m un vecteur unité de R? et B = A(m). Montrer que

A(n)a eB,B e—A(n)a C(n,a,m)p

(S =€

pour une matrice C(n, @, m) qu’on déterminera. Interpéter ce résultat géométrique-
ment.
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Série 10 — Matrices de Pauli et le groupe SU(2)
Exercice 1

Les matrices de Pauli sont définies par

(10 (01 (0 =i (1 0
9=%0 1) t7\1 0) 27\ o) BT \o -1)°

1. Caluculer o;0;, [0}, 0;] et Tr(o;0;) pour tout i, j.
2. Soit zg € R et x = (z1,2,23) € R?. Montrer que

3
H(zp,z) = zgog +x -0 = inai

=0

est une matrice hermitienne. Montrer que toute matrice hermitienne 2 x 2 peut s’écrire
sous cette forme, et exprimer les z; & I'aide de Tr(Ho;).
3. Calculer le commutateur [H(zg, ), H(yo,y)].

Exercice 2
1. Montrer que toute matrice U € SU(2) s’écrit
_ [ @ B 2 2 _
U= <_5 a) avec |a|* + |8]* = L.

2. Soit H = H(xg,z) une matrice hermitienne. Montrer que e’ est unitaire. Sous quelle
condition a-t-on e € SU(2)?

3. On pose H = z- 0, avec x = r(sinf cos g, sin f sin ¢, cos f) en coordonnées sphériques.
Montrer que

S

1 —sinfe ¥
(1+COS€ sinfe > avec A = 2(1 4 cos6)

- A1/2 \ sinfel¥ 14 cosf

est une matrice hermitienne telle que S*H S soit diagonale. Calculer '/’

4. Soit H =r% -0 avec r > 0 et ||Z]| = 1. Soit G = y - 0. Montrer que
ol H GiG =i _ GG
ou G' = y' - 0. Déterminer 3y’ = 9/(z,y) & laide de la formule des commutateurs

emboités. Quelles sont les classes de conjugaison de SU(2)?
5. A tout U € SU(2), on associe 'application

p(U): R® — R3
y = oy telque UeVoU* =¥,

Montrer que ¢ est une représentation de SU(2) dans R3. Déterminer son image et son
noyau. Interpréter le résultat.
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Série 11 — Transformations de Lorenz et SL(2,C)

Rappelons les matrices de Pauli:

(10 (01 (0 =i (1 0
=10 1) 7 \10) 27\ o) BT\ -1)°

Pour tout n € R?, on notera n-o = 2?21 n;o;. Pour € RY, z- o désigne 2?21 T;0;, Oll
o4 =09 = 1.

On rappelle que SO(3, 1) est le groupe des applications linéaires T € SL(4,R) préservant
la forme quadratique m% —1—:15% —|—x§ — :EZ. T est appelé une transformation de Lorenz propre.

1. A un vecteur z € R*, on associe la matrice hermitienne X = z-0 € GL(2,C). Calculer
det X et Tr(X?2).
2. Soit A € SL(2,C). On lui associe 'application

A(Ad): R* — R*

z — 2 telque A(z-0)A* =2’ 0.
Montrer que A(A) € SO(3,1).
3. Monter que A est un morphisme de SL(2,C) vers SO(3,1) et calculer son noyau.
Indication: Montrer que Tr(Ao;A*0;) = 28,5, et considérer le cas i = j = 4.
4. Soit U € SL(2,C) une matrice unitaire. Nous avons vu qu’il existe o € R et n € R?
de norme 1 tels que
U = cos %I +i sin%n ~o=:U(an).

Montrer que A(U) est une rotation (utiliser la série précédente).
5. Soit H € SL(2,C) une matrice hermitienne. Montrer qu’il existe n € R et n € R3 de
norme 1 tels que

HZCth-I-Shgn-J::H(nn).

Calculer A(H) (on dit que c’est une transformation de Lorenz pure, de direction n et
de rapidité 7).
6. Soit B = byl + b- o une matrice hermitienne. Montrer que

VB = ! [,/bg— ||b||2I+B]

\/2(b0 + /5 — T6IP)

En déduire que tout A € SL(2,C) s’écrit comme A = HU, avec H hermitienne et U
unitaire.
Indication: H? = AA*.

7. Soient Ay = A(H(mmn1)) et Ay = A(H (n2n2)) deux transformations de Lorenz pures.
Montrer que A1As = AR, ou A est pure et R est une rotation. Quels sont leurs
parametres? Le calcul de A donne la loi de composition des vitesses, celui de R la
précession de Thomas.
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Série 12 — Algebres de Lie
Soit G un groupe de Lie et g son algebre de Lie.

e Si A € g, on dénote par ady : g — g 'application ad4(X) = [4, X].
e Si g € G, on dénote par Ad, : g — g 'application Ad,(X) = gXg .

On a donc Adga = €24,

Exercice 1
Soit g une algebre de Lie (abstraite) de dimension 2. Notons {X,Y} une base de g.

1. Exprimer [aX + bY,cX + dY] en fonction de [X,Y].
2. Considérons le cas [X,Y] = 0. Soient les matrices

0 -1 0 1
A= <1 0 > ' = (0 0) '
On définit des matrices 4 x 4 par

nn=nm = (7 o) wE=(y ).

nwm=(y 1) R =wm=(g )

Montrer que 1, 1o et 13 sont des représentations de l'algebre de Lie g. Calculer
e¥i(aXHY) hour chaque i. Quel est son noyau {(a,b) € R?: e¥:(eX+Y) — 11?2 Ep
déduire la topologie du groupe de Lie associé & la représentation ;.

3. Passons au cas [X,Y] # 0. Montrer qu’il existe une base {A, B} de g telle que
[A, B] = B. Calculer le crochet de deux éléments quelconques de g.

4. Montrer que
s=(y0) =y o)

aA+BB) - Montrer que le groupe de Lie ainsi

est une représentation de g. Calculer e¥(
construit est isomorphe au groupe des applications affines z — az + b.

5. Soit Y = aA + B et g = e¥. Calculer Ad,(X) pour tout X € g.

Exercice 2

Soit b une algébre de Lie de dimension 3. On suppose qu’elle admet une base {P,Q, Z}

telle que
P.Ql=iz,  [P.Z]=[Q.2]=0.

e Calculer le commutateur de deux éléments quelconques de b.
e Montrer que

P(P): fla) = if'(z),  $(Q):fz) = af(@),  $(2): f(=)— f(2)

est une représentation de h dans C*(R,C).
e Calculer Ad,v (X) pour deux éléments quelconques X,Y de b.



