
Universit�e de Toulon et du Var { Master 1 de Math�ematiques 2004-5 1TD M1 { Alg�ebreS�erie 8 { Les groupes SO(2) et U(1)On d�enote par SO(2) le groupe des matri
es orthogonales 2� 2 de d�eterminant 1, et parU(1) 
elui des \matri
es" unitaires 1� 1 (i.e., des nombres 
omplexes de module 1).Exer
i
e 11. Soit A = � 0 �11 0 �. Cal
uler, par r�e
urren
e, Ak pour k > 1. En d�eduire une expressionexpli
ite pour eA' =Xk>0 'kk! Ak2. Montrer que l'appli
ation  : R ! SO(2)' 7! eA'est un morphisme surje
tif de (R ;+) vers (SO(2); �). Quel est son noyau? En 
on
lureque SO(2) ' U(1).Exer
i
e 21. Montrer que toutes les repr�esentations de dimension 1 de SO(2) dans les C -espa
esve
toriels sont de la forme �k(eA') = eik'; k 2 Z :2. Soit P0 l'espa
e ve
toriel des fon
tions 2�-p�eriodiques f : R ! C . On d�e�nitl'appli
ation T' : P0 ! P0f(x) 7! f(x+ ')Montrer que �(eA') = T' d�e�nit une repr�esentation de SO(2) dans P0.3. Montrer que Pk = 12� Z 2�0 �k(eA')�(eA') d'est un proje
teur et 
al
uler son image.4. A l'aide du th�eor�eme de Diri
hlet sur les s�eries de Fourier, montrer queXk2ZPk = idet en d�eduire que � =Mk2Z�k:5. Soit P2 = P0 \ C2(R ; C ). On d�e�nitL : P2 ! P0f(x) 7! f 00(x)Montrer que L 
ommute ave
 
haque Pk et en d�eduire ses valeurs propres et fon
tionspropres.



Universit�e de Toulon et du Var { Master 1 de Math�ematiques 2004-5 1TD M1 { Alg�ebreS�erie 9 { Rotations, g�en�erateurs et le groupe SO(3)Exer
i
e 1Soient A et B des matri
es n� n quel
onques.1. Montrer que ddt eAt = A eAt :2. Montrer que det(I + "B) = 1 + "TrB +O("2), et en d�eduire queddt det(eAt) = TrAdet(eAt):D�eterminer alors det(eAt).3. Soit B(t) = eAtB e�At. Montrer, en 
al
ulant ses d�eriv�ees, queB(t) =Xk>0 tkk!Bk;o�u B0 = B, B1 = [A;B℄ = AB � BA et Bk+1 = [A;Bk℄ pour k > 1 (formule des
ommutateurs embô�t�es ou de Baker-Campbell-Hausdor�).Exer
i
e 21. Soit n un ve
teur unit�e de R 3 . Soit Rn;� la rotation d'angle � autour de n. ExprimerRn;�(x) en fon
tion de n � x et n ^ x.Indi
ation: Travailler dans une base orthogonale 
ontenant n et n ^ x.2. D�eterminer la matri
e A(n) telle quedd�Rn;�(x)����=0 = A(n)x:Exprimer Rn;� �a l'aide de nnT et A(n), et v�eri�er que Rn;� 2 SO(3).3. Montrer que dd�Rn;� = A(n)Rn;�et en d�eduire eA(n)�.Rappel: Pour x; y; z 2 R 3 , x ^ (y ^ z) = (x � z)y � (x � y)z.4. Soit (e1; e2; e3) la base 
anonique de R 3 . On d�enote A(ei) par Ai. Cal
uler le 
ommu-tateur [Ai; Aj ℄ = AiAj � AjAi pour tout 
ouple (i; j). En d�eduire [A(n); A(m)℄ pourdeux ve
teurs quel
onques n;m 2 R 3 .5. Soit m un ve
teur unit�e de R 3 et B = A(m). Montrer queeA(n)� eB� e�A(n)� = eC(n;�;m)�pour une matri
e C(n; �;m) qu'on d�eterminera. Interp�eter 
e r�esultat g�eom�etrique-ment.



Universit�e de Toulon et du Var { Master 1 de Math�ematiques 2004-5 1TD M1 { Alg�ebreS�erie 10 { Matri
es de Pauli et le groupe SU(2)Exer
i
e 1Les matri
es de Pauli sont d�e�nies par�0 = �1 00 1� ; �1 = �0 11 0� ; �2 = �0 �ii 0 � ; �3 = �1 00 �1� :1. Calu
uler �i�j , [�i; �j ℄ et Tr(�i�j) pour tout i; j.2. Soit x0 2 R et x = (x1; x2; x3) 2 R 3 . Montrer queH(x0; x) = x0�0 + x � � = 3Xx=0 xi�iest une matri
e hermitienne. Montrer que toute matri
e hermitienne 2�2 peut s'�e
riresous 
ette forme, et exprimer les xi �a l'aide de Tr(H�i).3. Cal
uler le 
ommutateur [H(x0; x);H(y0; y)℄.Exer
i
e 21. Montrer que toute matri
e U 2 SU(2) s'�e
ritU = � � ���� ��� ave
 j�j2 + j�j2 = 1.2. Soit H = H(x0; x) une matri
e hermitienne. Montrer que eiH est unitaire. Sous quelle
ondition a-t-on eiH 2 SU(2)?3. On pose H = x � �, ave
 x = r(sin � 
os'; sin � sin'; 
os �) en 
oordonn�ees sph�eriques.Montrer queS = 1�1=2 �1 + 
os � � sin � e�i'sin � ei' 1 + 
os � � ave
 � = 2(1 + 
os �)est une matri
e hermitienne telle que S�HS soit diagonale. Cal
uler eiH .4. Soit H = rx̂ � � ave
 r > 0 et kx̂k = 1. Soit G = y � �. Montrer queeiH eiG e�iH = eiG0o�u G0 = y0 � �. D�eterminer y0 = y0(x; y) �a l'aide de la formule des 
ommutateursembô�t�es. Quelles sont les 
lasses de 
onjugaison de SU(2)?5. A tout U 2 SU(2), on asso
ie l'appli
ation�(U) : R 3 ! R 3y 7! y0 tel que U eiy�� U� = eiy0��.Montrer que � est une repr�esentation de SU(2) dans R 3 . D�eterminer son image et sonnoyau. Interpr�eter le r�esultat.



Universit�e de Toulon et du Var { Master 1 de Math�ematiques 2004-5 1TD M1 { Alg�ebreS�erie 11 { Transformations de Lorenz et SL(2; C )Rappelons les matri
es de Pauli:�0 = �1 00 1� ; �1 = �0 11 0� ; �2 = �0 �ii 0 � ; �3 = �1 00 �1� :Pour tout n 2 R 3 , on notera n � � =P3i=1 ni�i. Pour x 2 R 4 , x � � d�esigne P4i=1 xi�i, o�u�4 = �0 = I.On rappelle que SO(3; 1) est le groupe des appli
ations lin�eaires T 2 SL(4;R ) pr�eservantla forme quadratique x21+x22+x23�x24. T est appel�e une transformation de Lorenz propre.1. A un ve
teur x 2 R 4 , on asso
ie la matri
e hermitienneX = x�� 2 GL(2; C ). Cal
ulerdetX et Tr(X2).2. Soit A 2 SL(2; C ). On lui asso
ie l'appli
ation�(A) : R 4 ! R 4x 7! x0 tel que A(x � �)A� = x0 � �.Montrer que �(A) 2 SO(3; 1).3. Monter que � est un morphisme de SL(2; C ) vers SO(3; 1) et 
al
uler son noyau.Indi
ation: Montrer que Tr(A�jA��i) = 2Æij , et 
onsid�erer le 
as i = j = 4.4. Soit U 2 SL(2; C ) une matri
e unitaire. Nous avons vu qu'il existe � 2 R et n 2 R 3de norme 1 tels que U = 
os �2 I + i sin �2 n � �=:U(�n):Montrer que �(U) est une rotation (utiliser la s�erie pr�e
�edente).5. Soit H 2 SL(2; C ) une matri
e hermitienne. Montrer qu'il existe � 2 R et n 2 R 3 denorme 1 tels que H = 
h �2 I + sh �2n � �=:H(�n):Cal
uler �(H) (on dit que 
'est une transformation de Lorenz pure, de dire
tion n etde rapidit�e �).6. Soit B = b0I + b � � une matri
e hermitienne. Montrer quepB = 1q2(b0 +pb20 � kbk2)hqb20 � kbk2I +Bi:En d�eduire que tout A 2 SL(2; C ) s'�e
rit 
omme A = HU , ave
 H hermitienne et Uunitaire.Indi
ation: H2 = AA�.7. Soient �1 = �(H(�1n1)) et �2 = �(H(�2n2)) deux transformations de Lorenz pures.Montrer que �1�2 = �R, o�u � est pure et R est une rotation. Quels sont leursparam�etres? Le 
al
ul de � donne la loi de 
omposition des vitesses, 
elui de R lapr�e
ession de Thomas.



Universit�e de Toulon et du Var { Master 1 de Math�ematiques 2004-5 1TD M1 { Alg�ebreS�erie 12 { Alg�ebres de LieSoit G un groupe de Lie et g son alg�ebre de Lie.� Si A 2 g, on d�enote par adA : g! g l'appli
ation adA(X) = [A;X℄.� Si g 2 G, on d�enote par Adg : g! g l'appli
ation Adg(X) = gXg�1.On a don
 AdeA = eadA .Exer
i
e 1Soit g une alg�ebre de Lie (abstraite) de dimension 2. Notons fX;Y g une base de g.1. Exprimer [aX + bY; 
X + dY ℄ en fon
tion de [X;Y ℄.2. Consid�erons le 
as [X;Y ℄ = 0. Soient les matri
esA = �0 �11 0 � ; T = �0 10 0� :On d�e�nit des matri
es 4� 4 par 1(X) =  2(X) = �T 00 0�  3(X) = �A 00 0� ; 1(Y ) = �0 00 T�  2(Y ) =  3(Y ) = �0 00 A� :Montrer que  1,  2 et  3 sont des repr�esentations de l'alg�ebre de Lie g. Cal
ulere i(aX+bY ) pour 
haque i. Quel est son noyau f(a; b) 2 R 2 : e i(aX+bY ) = Ig? End�eduire la topologie du groupe de Lie asso
i�e �a la repr�esentation  i.3. Passons au 
as [X;Y ℄ 6= 0. Montrer qu'il existe une base fA;Bg de g telle que[A;B℄ = B. Cal
uler le 
ro
het de deux �el�ements quel
onques de g.4. Montrer que  (A) = �1 00 0�  (B) = �0 10 0�est une repr�esentation de g. Cal
uler e (�A+�B). Montrer que le groupe de Lie ainsi
onstruit est isomorphe au groupe des appli
ations aÆnes x 7! ax+ b.5. Soit Y = �A+ �B et g = eY . Cal
uler Adg(X) pour tout X 2 g.Exer
i
e 2Soit h une alg�ebre de Lie de dimension 3. On suppose qu'elle admet une base fP;Q;Zgtelle que [P;Q℄ = iZ; [P;Z℄ = [Q;Z℄ = 0:� Cal
uler le 
ommutateur de deux �el�ements quel
onques de h.� Montrer que (P ) : f(x) 7! if 0(x);  (Q) : f(x) 7! xf(x);  (Z) : f(x) 7! f(x)est une repr�esentation de h dans C1(R ; C ).� Cal
uler AdeY (X) pour deux �el�ements quel
onques X;Y de h.


