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Question 1 (7 points) Soit ¢ I'arc parametré

c(t) :== ((1 — cost) cost, (1 — cost) sint) (t €0, Z’%r])

et f le champ:
f(z,y) := (zycosx + ysinz, xsinx).
Tracer c et déterminer la valeur de fc<f, ds), I'integrale de f lelong c.

Question 2 (6 points) Soit X € C%(U,R?) un difféomorphisme, tel que pour
a,b € CHUR) : 0, X; = a = 30Xy, 01Xy = b = —3,X;. Démontrer que
le systeme de coordonnées curvilignes définie par X est conforme, c'est a dire :
gij = fd;; avec f € C*. Déterminer f en fonction de a, b.

On rappelle que pour base naturelle {e1, es}:

Ope; =: I‘iiej
. ) . 21
I, = gHey, Opes) = ¢7' Ty = 9315 (Okgii + 0igri — O9ir)

et pour Y = Y'¢; un champ de vecteurs, c(t) = X (u(t)) (¢t € [0,1]) une
courbe paramétrée:

. 4 , DY : oy
Y; = anZ + F;mym’ E = DY(C) = (Y:; UJ) €;
Déterminer les symboles de Christoffel en fonction de f et de ses dérivées. Ecrire
I'equation ¢é(t) = 0 en ces coordonnées.
Pour les cas X (u,v) = (e*coswv, e*sinv) démontrer que les courbes ¢ —

(u(t),v(t)) := (logt, 7) sont solutions de ces équations.
Question 3 (7 points) Calculer le volume de la région bornée par les courbes

u— (3(u? —1),u) et v — (51 —0?),0).
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Proerléme |. La cardioide est la courre décrite par un point d'un cercle roulant sans
Glisser sur un autre cercle de méme rayon. (Voir la figure ci-dessous).

X(#)

(8) Montrer que
[0,271] > t — X(t) = (2cos(t) +cos(2t),2sin(t) +sin(2t)) € R?,
est le paramétraae de la cardioide suaaéré dans la figure en supposant les deux
cercles de rayon 1.
(8) Calouler le vecteur vitesse X(t) et montrer auil sannule en t =1t
(@) Dessiner la cardioide. Est-elle réauliere 7 (Araumenter D
(@) Caleuler le périmetre de la cardioide ainsi Que l'aire de la réaion auelle délimite.
(d) Que valent ce périmétre et cette aire lorsQue les deux cercles sont de rayon

r?

Prorléme 2. En utilisant I8 formule de Gauss-Bonnet |ocale, démontrer aue la
somme des anales internes d’'un polyaone plan euclidien a8 n eStés vaut (n—2)m

Proeléme 3. Une surface est minimale si sa coureure moyenne est nulle. On consi-
dére la surface de révolution

R x [0,271] 5 (u,v) — (ch(v)cos(u),ch(v)sin(u),v) € R3.

(8) Caleuler ses deux formes fondamentales.
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(R) Montrer Que cest une surface minimale. (2]
(@) Caleuler sa courrure de Gauss. n
(d) Montrer aue la courrure de Gauss dune surface minimale Nne peut pas étre
poOsitive. (2]

Question 4. Donner deux caractérisations dune courre céodésiQue sur une sur-
face. 3]

(Session | — 2008)
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Proeleme | On définit T:= 2, r(¢) :=sin(2¢) et on considére la couree plane

2
[0, T] >t c(t) = (r(t)cost, r(t)sint).

[ Démontrez que c est une courre réauliere et aue c(T) = c(0).

2. Tracez c. Soyez particulierement soianeux prés de 'oriaine (0,0).

3. Démontrez aue Ia courrure de c est donnée par

V2(3 cos(4t) + 13)
(3cos(4t) + 5)3/2

K(t) =

4 Dans la suite, adwettez Que le vecteur tangent Normalisé et la dérivée de la

9.
O.

courrure sont donnés par

c(t) [ cos(t)+3cos(3t) 3sin(3t) —sin(t)
()]l V/6cos(4t) + 10 /6cos(4t) +10 )

() — 6+/2sin(4t)(3 cos(4t) + 29)
- (3cos(4t) + 5)5/2
Montrez Que la courre ¢ est convexe.

Soit ¢: R — R? le prolonaement continu de ¢ défini par

c(t):=c(t—mT) pourtenT,(n+1)T[et ne Z.
Cette fonction est done périodiQue, de période T. La courre définie par ¢
est-elle réauliere ?

Déterminez le nomgre de sommets de c.
Déterminez la valeur de - [ kds = 5 [2 k(t)[¢(t)]| dt. Evitez un caleul explicite

lona et fastidieux; araumentez en faisant appel 3 linterpretation géomé-
triQue de lintéarale comme "Nnomere de rotations” de <.

¢l
Enoncez le théoréme des Quatre sommets.
Enoncez le théoréme du nomere de rotations (Hop#)d.

ExpliQuez pourQuoil les résultats trouvés dans les points L et T ne sont pas
en contradiction avec ces deux théorémes.

Proeléme 2. Pour r € C®(]a, bl,]0, c0[) on considére la surface de révolution définie

par

S:={R*> (x,y,2z) = (r(t) cos @, T(t) sin @, t) | t €la, b[, @ € [0, 27}

Nous rappelons qQue deux cartes de la forme

la,b[x]@o, @o +27[> (t, @) — F(t, @) := (r(t) cos @, (t) sin @, 1)),

avec différents @, recouvrent S.



. Vérifiez aue pour le choix de la normale vers lextérieur les deux formes
fondamentales de S sont données par

(Qij)=<1J6f Toz), (La)=ﬁ<g _OT)

2. Déterminez la coureure de Gauss K(t, @) et la coursure moyenne H(t, ¢).

3. En déduire une éauation différentielle pour r éQuivalente 3 la condition 'S
est une surface minimale”.

4 Démontrez @ue pour c; > 0,¢co € R 18 fonction r(t) := ¢, cosh (%) est solu-
tion de cette éauation.

5. Démontrez que toute surface de révolution de cette classe Qui est mini-
male est définie par un T de 1a forme 4.

L. Tracer S dans les cas r(t) := cosh(t), et (t) =2cosh () (t € [-1,1]).

(CAP - 4/12/13)
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Progléme |.
Prorléme 2. On considére hypereoloide 3 une nappe S défini par
R x [0,2n[> (u,v) — X(u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v), sinh(u)) € R3.

(3) Caleuler les 2 formes fondamentales de S.

(8) Caleuler 1a courrure moyenne et |a coureure de Gauss de S.

(@) Pour u € R, on considére le cercle C, C S défini par v — X(u,v). Caleuler la
coureure NoOrmale et la courrure céodésiaue de C,. Pour Quelles valeurs de u le
cercle C, est-il céodésique ?

(d) Montrer @ue par chaque point de S passent 2 droites entiérement contenues
dans S et en déterminer les équations. Lesquelles de ces droites sont des céodé-
siQues 7

(e) Monrtrer Que si s — X(u(s),v(s)) est une aéodésique paramétrée par la lIonaueur
d'are, alors £ = v(s) coshu(s) est constant et 1i(s)? cosh(2u(s)) + v(s)? cosh?(u(s)) = 1.

(CAP - [3/12/1)
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Proerléeme |.
Prorléme 2. On considére la surface de révolution S définie par
[0, 27t[xR 3 (u,v) — X(u,v) = (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u),v) € R>.

(3) Caleuler les 2 formes fondamentales de S.

(B) Montrer Que S est une surface minimale.

(@) Caleuler la courrure de Gauss de S.

(d) Pour v € R, on considére le cercle C, C S défini par u — X(u,v). Calculer la
coureure NOrmale et la courrure céodésique de C,,.

(@) Pour auelles valeurs de v le cercle C, est-il aéodésique ?

(CAP - &/12/13)



