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Problème 1. Soit f la fonction définie par l’expression

f(x,y) =






x2 −y2

√

x2 +y2
pour (x,y) 6= (0,0),

0 pour (x,y) = (0,0).

(a) Calculer les dérivées partielles ∂f
∂x et ∂f

∂y en (x,y) 6= (0,0). [1]

(b) Déterminer l’expression de f en coordonnées polaires. [1]

(c) f est-elle continue en (x,y) = (0,0) ? [1]

(d) Les dérivées partielles de f existent-elles en (x,y) = (0,0) ? [2]

(e) Déterminer l’ensemble des points (x,y) ∈ R
2 où f est différentiable. [2]

Problème 2. On considère la fonction s : [0,∞[= R+ → R définie par

s(x) =

{
0 si x= 0

−x logx si x > 0.

(a) Montrer que 0 6 s(x)6 e−1 pour tout x ∈ [0,1] et que s(x)< 0 pour x > 1. [1]

On définit la fonction S : Rn+ → R par

S(x1, . . . ,xn) =

n∑

k=1

s(xk).

(b) Déterminer les points critiques de S. [1]

(c) Déterminer les extrema locaux de S et leur nature. [1]

(d) On pose P = {x ∈ R
n
+ |

∑n
k=1xk = 1}. Calculer maxx∈PS(x) . [3]

Problème 3. Etude de l’équation de Kepler ψ=ϕ−ǫsinϕ.

(a) Montrer que si ǫ ∈ [0,1[, la fonction ϕ 7→ϕ−ǫsinϕ est strictement croissante.
En déduire que l’équation de Kepler définit implicitement une fonction

ϕ : R× [0,1[ → R

(ψ,ǫ) 7→ ϕ(ψ,ǫ)

unique solution de cette équation et que pour ǫ ∈ [0,1[ la fonction ψ 7→ϕ(ψ,ǫ) est
strictement croissante. [2]

(b) Calculer ϕ(ψ,0) et ϕ(nπ,ǫ) pour n ∈ Z. [1]

(c) Montrer que ϕ(ψ+2π,ǫ) =ϕ(ψ,ǫ)+2π pour tout (ψ,ǫ) ∈ R× [0,1[. [1]



(d) Montrer que pour tout (ψ,ǫ) ∈ R× [0,1[ on a |ϕ(ψ,ǫ)−ψ|6 ǫ. [1]

(e) Montrer que la fonction ϕ(ψ,ǫ) est différentiable et que

∂ϕ

∂ψ
(ψ,ǫ) =

1

1−ǫcosϕ(ψ,ǫ)
,

∂ϕ

∂ǫ
(ψ,ǫ) =

sinϕ(ψ,ǫ)

1−ǫcosϕ(ψ,ǫ)
.

[2]
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Problème 1. Soit f la fonction définie par l’expression

f(x,y) =







xy3

x2 +y2
pour (x,y) 6= (0,0),

0 pour (x,y) = (0,0).

(a) f est-elle continue en (x,y) = (0,0) ? [1]

(b) Calculer les dérivées partielles ∂f
∂x ,

∂f
∂y ainsi que la matrice Hessienne de f en

(x,y) = (0,0). [4]

(c) f est elle continûment différentiable sur R
2. [2]

Problème 2. On considère la fonction f : R2 → R définie par

f(x,y) = (x2 −y2)e−(x2+y2)

(a) Déterminer tous ses points critiques. [2]

(b) Déterminer la nature de ces points critiques. [3]

(c) Calculer A=min(x,y)∈R2f(x,y) et B=max(x,y)∈R2f(x,y). [2]

Problème 3. (a) Déterminer deux solutions linéairement indépendantes de l’équa-
tion différentielle

y ′′−xy ′+2y= 0,

sous la forme de séries de puissances de x. [4]

(b) Quels sont les rayons de convergence des séries ainsi obtenues ? [2]
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Problème 1. Soit f la fonction définie par l’expression

f(x,y) =







x2y2

x2 +y2
pour (x,y) 6= (0,0),

0 pour (x,y) = (0,0).

(a) Montrer que f est continue en (x,y) = (0,0) [1]

(b) Calculer les dérivées partielles ∂f
∂x ,

∂f
∂y ainsi que la matrice Hessienne de f en tout

point (x,y) ∈ R
2, y-compris en (x,y) = (0,0). [3]

(c) Montrer que f est continûment différentiable sur R
2. [2]

(d) Montrer que f n’est pas de classe C2 sur R
2. [2]

Problème 2. On considère la fonction f : R2 → R définie par

f(x,y) = e−(x−y)+x+y−1.

(a) Montrer qu’il existe un voisinage 0 ∈ I ⊂ R et une fonction différentiable
g : I→ R telle que g(0) = 0 et f(x,g(x)) = 0. [2]

(b) Calculer g ′(0) et g ′′(0). [2]

(c) Montrer que g : I→ R est concave et en déduire qu’elle est décroissante pour
x > 0. [2]

Problème 3. On considère l’équation différentielle

y ′−y2 +
2

x2
= 0. (1)

(a) Vérifer que la fonction y0(x) = x−1 en est une solution. [1]

(b) Montrer que y(x) = y0(x) +
1

z(x)
est une solution de (1) si et seulement si la

fonction z(x) satisfait l’équation linéaire inhomogène [1]

z ′(x)+2
z(x)

x
=−1. (2)

(c) Déterminer la solution générale de l’équation (2). [2]

(d) En déduire la solution générale de l’équation (1). [2]

(Final – 2012/2013 –Session 2)


