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Baréme : les points attrirués 3 chaque Question sont Notés en maree.
Toutes les réponses doivent étre justifiées.
Probléme 1. Soit f l1a fonction détinie par I'expression
2.2
X =Yy
———— pour (x,y)#(0,0),
fixy) =9 /x2+y2 P v7
0 pour (x,y)=1(0,0).
() Caleuler les dérivées partielles I et aa_lj en (x,y) # (0,0). (n
(B) Déterminer I'expression de f en coordonnées polaires. tl
(@) f est-elle continue en (x,y) =(0,0)7 tn
(d) Les dérivées partielles de f existent-elles en (x,y) =(0,0)7 (2]
(e) Déterminer lensemile des points (x,y) € R? ou f est difpérentiarle. (21
Probléme 2. On considére la fonction s:[0,00[=R, — R définie par
s(x) = 0 st x=0
| —xlogx si x>0.
(8) Montrer que 0<s(x) <e ! pour tout x € [0,1] et que s(x) <0 pour x > L. (n
On définit la fonction S: R — R par
n
S(x1,.xn) = ) s(x).
k=1
(B) Déterminer les points critiQues de S. N
(@) Déterminer les extrema locaux de S et leur nature. tn
(d) On pose P={x e R%| Y ;_;xx = 1}. Caleuler maxyepS(x) . (3]

Probléme 3. E-tude de 'équation de Kepler 1\ = @ — esin .
(3) Montrer aque si € € [0,1], Ia fonction @ — @ —esin@ est strictement croissante.
En déduire Que 'équation de Kepler définit implicitement une fonction

¢:Rx[0,1[ — R

(b.e) = o(b,e€)

uniQue solution de cette équation et aue pour € € [0,1] I8 fonction P — (1, e) est
strictement croissante. (21
(8) Caleuler ¢(1,0) et @(nm,e) pour ncZ. tn
(@) Montrer aue (P +2me) = @(P,e)+ 27 pour tout (P,e) e Rx [0,1[ tn



(d) Montrer que pour tout (P,e) eRx [0,1[ on a |p(P,e)—V| < e tn
(e) Montrer que la fonction @ (1, e) est différentiarle et que

99 (ip,e) : %o

B Poe) = sin (1, €)
)  1—ecosp(P,e)’ de

 l—ecosp(P,e)’

(2]
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Probleme 1. Soit f la fonction définie par 'expression
Xy3
flxy) =4 @ty PO (x,y) # (0,0),
0 pour (x,y)=(0,0)

() f est-elle continue en (x,y) =(0,0)7

(8) Caleuler les dérivées partielles %,g—; ainsi Que la matrice Hessienne de f en

(x,y) =(0,0).
(@) f est elle contindiment différentiarle sur RZ
Probléme 2. On considére la fonction f:RZ — R définie par
f(x,y) = (2 —y?)e ¥+
(38) Déterminer tous ses points critiQues.
() Déterminer Ia nature de ces points critiQues.
(@) Caleuler A =min, ,cr2f(x,y) et B =max(cr2f(x.y).
Probléeme 3. (8) Déterminer deux solutions linéairement indépendantes de 'équa-
tion différentielle
y//_xy/+2y :O,
sous a8 forme de séries de puissances de x.

(B) Quels sont les rayons de converaence des séries ainsi ortenues ?
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Probléeme 1. Soit f la fonction détinie par 'expression

X2y?
f(x,y) = m pour (x,y) # (0,0),

0 pour (x,y)=1(0,0)

(8) Montrer que f est continue en (x,y) = (0,0)

(8) Caleuler les dérivées partielles %,g—; ainsi Que la matrice Hessienne de f en tout
point (x,y) € R?, y-compris en (x,y) = (0,0).
(@) Montrer aue f est continGment différentiarle sur R2.

(d) Montrer Que f Nest pas de classe C? sur R2
Probléme 2. On considére la fonction f:R? — R détinie par

fix,y) =e Y px4y—1.

(8) Montrer auil existe un voisinage 0 € I C R et une fonction différentiarle
g: 1= R telle aue ¢(0) =0 et f(x,g(x)) =0.

(8) Caleuler g’(0) et g”(0).
(@) Montrer aue g:1— R est concave et en déduire Quelle est décroissante pour
x > 0.

Probleme 3. On considére 'équation différentielle
2
/ 2
_ Z 0. (D)
Yy —y + 2

1

(8) Vérifer aue la fonction yo(x) =x"' en est une solution.

() Montrer aue y(x) :yo(x)+ﬁ est une solution de (N si et seulemvent si la
fonction z(x) satisfait 'équation linéaire iINhomoaéne

z(x)

(@) Déterminer Ia solution cénérale de I'équation ().

(@) En déduire la solution aénérale de I'équation (.
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