Mécanique Quantique Avancée

Année 2000 — 1ére Partie

Probléme 1. Soit H un espace de Hilbert complexe. Montrer que pour tout
¢, € H on a les deux identités

1% + @Il + [l — ol = 211" +2116ll”, (1)
et
4 0) =1+ ol° = [ — ol° +illy — gl —ilw +igl*. (2
Soit B un espace de Banach dans lequel 'identité (1) est vérifiée. Montrer que
B est un espace de Hilbert. Indication : utiliser identité (2) pour définir un
produit scalaire sur B.

Probléme 2. Soit A un opérateur autoadjoint sur I'espace de Hilbert #. Si
f:R — C est une fonction continue, comment définit-on l'opérateur f(A)?
Montrer que si f et g sont deux fonctions continues, alors f(A)g(A) = (fg)(A4).

Probléme 3. Soit Hy = —A, ’hamiltonien libre dans R?, et V' le potentiel de

Yukawa (p > 0) :
ekl

Viz) =

||

1. Montrer que pour tout A € R, Vopérateur Hy = Hy+ AV (z) est autoadjoint
sur D(Hy).

2. Déterminer oess(H)).-

3. Décrire qualitativement le spectre discret de Hy. Indication : distinguer
A<L0etA>0.

Probléme 4. Soit V:R —] — 00,0] un potentiel continu tel que V(z) = 0 si
|z| > L, mais V # 0. On considére hamiltonien Hy = —92 + AV (z) sur R. On
écrira V = —F2.
1. Montrer que Hytp = —k21), avec k > 0 et 0 # ¢ € L*(R) si et seulement
St ANQxd = ¢, ott Qp = F(k?+ Ho) 'F et ¢ = Fup.
2. Montrer que (), est un opérateur de Hilbert-Schmidt si kK > 0. Indication :
on utilisera la formule

(s + Ho) ) o) = [

J =00

00 g—rlz—yl

5 f(y) dy.

3. Soit g la plus grande valeur propre de .. Montrer que lim, o g, = +00,
et que lim,_, 1 g = 0.

4. Montrer que si A > 0, alors H) posséde au moins une valeur propre néga-
tive —r(N)?.

5. Déterminer le comportement de x(\) lorsque A | 0.
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Probléme 1. Soit A # 0 un opérateur borné sur l'espace de Hilbert H. On
dénote par Py et P, les projections orthogonales sur Ker(A)L et Ker(A*)*L.

1. Montrer que T' = A* A est auto-adjoint et que 1" > 0.
2. On pose R = V/T. Montrer que Ker(R) = Ker(A) et que Tm(R) = Tm(A4*).
En déduire que

Ha
Ha

{Rp+1p|¢p € H,1p € Ker(A)},
{Ap+9Y|p € H,9 € Ker(A*)},

sont des sous-espaces denses de H.

3. Montrer que les formules
Ui(R¢ +¢) = Ap, Ux(Ad +¢) = R,

deéfinissent des opérateurs U; de H; dans H. Montrer que ||U;x|| = || Pix||

pour tout x € H;, en conclure que ||U;]| = 1.
4. Montrer que Uy C Us et que U C Uy. En déduire que Uy et Uy sont des
opérateurs bornés sur H, et que |Uf|| = ||U|| = 1.

5. On pose U = ﬁ_lz Ur*. Montrer que U C U, et en conclure que U = Uy
et donc U* = Us.

6. Montrer que U*U = P, , UU* = P, et A = UR (décomposition polaire
de A).

Probléme 2. Soit V = —F? un potentiel borné, a support compact dans R?,
et N(V) le nombre de valeurs propres négatives de I'opérateur de Schrédinger
Hy = —A + V(x). Par le principe de Birmann-Schwinger, N (V') est égal au
nombre de valeurs propres du noyau

1

kp(z,y) = F(x)mF

(v),

dans l'intervalle ]0, 1]. Pour d € R® on pose Vy(x) = V(z — d). Montrer que

lim N(V +Vy) = 2N (V).

|d]— 00
Indications : Montrer que kpir, = kr + kp, + 74 , o0 14 est un noyau tel
que ||[rq]] = O(|d]™") lorsque |d| — oc. Montrer ensuite que les valeurs propres

positives de kr + kp, sont identiques a celles de kp, mais avec une multiplicité
double. Conclure par un argument perturbatif.
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Probléme 1. Soit A un opérateur fermé sur l'espace de Hilbert H. Montrez que D(A) muni du
produit scalaire

(¥, 0) = (¥, ) + (A9, Ag),

est un espace de Hilbert.

Probléme 2. Le domaine numérique d’un opérateur fermé A est défini par

O(A) ={(¢, Ay)[¢ € D(A), 4[| =1}

1. Montrez que pour tout 1 € D(A) et z€ C on a |(¢, (z — A)y)| > dist(z, O(A))||¢||%, et en
conclure que ||(z — A)y|| > dist(z, O(A))[|¥ |-

2. Montrez que z — A est injectif si z ¢ O(A) et que Ran(z — A) est dense si Z ¢ ©(A*).

3. Montrez que si z ¢ O(A) =O(A*), alors z € p(A) et

1
ANV YW =
Iz =A™ < dist(z, O(A))”

Probléme 3. Soit H un espace de Hilbert et C(H) C B(H) l'ensemble des opérateurs compacts
sur H. Montrez que C(H) est fermé dans la norme de B(H).

Probléme 4. Soit x, la fonction caractéristique de la boule de rayon R centrée en 0 dans R™.
On dénote par = et p=—iV les opérateurs de position et d’impulsion dans H = L%(R"™).

1. Montrez que 'opérateur C'= x, (p)x,,(z) est compact. (Indication : montrez que si v, —
0 alors lim,, (C,)"(p) =0 pour tout p. Utilisez le théoréme de Lebesgue pour conclure).

2. Soit F: R™ — C une fonction mesurable bornée tendant vers zéro & !infini
(img— o SUP |2 g |F'(x)] = 0). Montrez que F'(x) =limp . X, (z)F(x) dans la norme de
B(H).

3. Montrez que si F' et G sont mesurables, bornées et tendent vers zéro a 'inifini alors, dans
la norme de B(H), F(p)G(x) = limy— o0 limgr— F(p)x,,(P)X,(z)G(z). En conclure que
F(p)G(z) est compact.

Probléme 5. Soit A un opérateur autoadjoint. Un opérateur B est A-compact si B(A + i)~}
sont compacts. Si B est A-compact, alors B < A. En particulier, si B est symétrique, A+ B est
autoadjoint sur D(A).

1. Montrez que si B est symétrique et A-compact, alors gess(A + B) = 0dess(A). (Indication :
utilisez le fait que A € gess(A) = I, — 0, |00 ]| =1, ||(A — A)Yn|| — 0.)

2. Montrez que si V(x) est un potentiel mesurable et borné tendant vers zéro a 'infini, alors
chs(p2 + V(%)) = [05 OO[
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Examen de Mécanique Quantique Avancée
D.E.A. P.P-M.-P.M

On considere un électron lié a un centre attractif par un potentiel V' qu’on
supposera régulier et rapidement décroissant. L’hamiltonien est donc

Hy=P*+V =—-A+V

sur H := L*(IR) (on considére un modele &4 une dimension pour simplifier).
On supposera également que V' est pair: V(—z) = V(x), de telle sorte que le
moment dipolaire du systeme dans un état propre a pour expression

D, = (W, X1b,) = 0.

On applique un champ électrique de potentiel

X

fer(x) :==cxx (R>

(:E)_{l si 2] < R
X\R) 70 sifz|>2R

L’hamiltonien devient donc

ou x est un cutoff:

H.p= Hy+ f.r(X).

1. Montrer que spect . (H: r) = spect .s(Hp) = [0, 00[ pour tout ¢ € IR et
tout R > 0.

2. On suppose aussi que tous les états propres de Hy sont simples, c’est-
a~dire de multiplicité 1. Montrer que pour tout R > 0 et tout état propre
Hy,, = E, 1, du systeme non perturbé il existe, pour € assez petit, un état
propre

Ha,Rd}n,a,R = En,a,R¢n,a,R

du systeme perturbé tel que

limE, . r=FE,.
e—0 ™
3. On définit la susceptibilité électrique par

R—oo le=0

S = lim gDn(e, R)



ou D, (e, R) est le moment dipolaire du systeme dans 1'état i, . g

Dn(Ea R) = <wn,€,R7 Xwn,s,R>-

(a) Montrer que

0
Dl )y = (i X QB o) QuX () + (0 X () X Qu( B Ho) " QuX ),

(b) Montrer que

(¢) Montrer que dans I’état fondamental, (n = 0), S™ < 0 et

2R2
)| <« 0
571 < A

Eq

ou Ry := (g, X 21#0)% désigne le rayon moyen de 1’état fondamental et AFy :=
dist (Eo, 0(Hp) \ {Eo}) I'énergie d’excitation nécessaire pour quitter ’état fon-
damental.

4. On suppose maintenant que le champ électrique est alternatif de période T'.
L’hamiltonien a alors pour expression
H. p(t) = Hy + sin(wt) f- r(X), w > 0.
Vérifier que ’équation de Schrodinger
—i0p(t) + He ()Y (t) = 0
possede uen solution unique pour tout temps réel des que la condition initiale

est fixée.

5. (a) Démontrer que la probabilité de transition au bout d’un temps 0 < ¢t < T
de I'état fondamental 1)y a I'état excité 1, de Hy (n > 1) a pour expression

2

5 /t " En=E0) gin(ws)ds 2 |{(1o, Xx(i)wn>|2 + O().
0 R

(b) On suppose ¢ assez petit pour que le reste O(g3) soit négligeable. Quelles
sont les périodes qui favorisent la transition pour des temps courts?

Indications: on pourra supposer que
[Yn(2)] < Cpemon

pour certaines constantes C,, > 0 et «,, > 0.
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Probléme 1. Dans la représentation d’énergie, I’espace de Hilbert d’un élec-
tron dans un conducteur unidimensionnel est

H = L*(A,de),

ou A = [—1,1] C R est la bande de conduction. L’hamiltonien est I'opérateur
autoadjoint défini par

(Hv)(e) = eble).
1. Montrer que le spectre de H est A et que pour tout ) € H la mesure
spectrale de H pour v est donnée par

dity(e) = hi(e) ] de.
En conclure que le spectre de H est absolument continu.
2. On introduit une impureté dans le conducteur dont I’hamiltonien devient
Hy=H+\V,
ou le potentiel d'impureté V est donné par
(Vip)(e) = (v, 9)u(e),

avec v € ‘H. Montrer que H) est autoadjoint et que son spectre essentiel
est A. Indication: montrer que V est compact.

3. Vérifier que pour z € R on a

(Uv (Z — H)_1¢)
—Av,(z — H) 1)

(z—H) W= (2—-H) ¢+ A (z — H) 'o.

4. Montrer que € € R\ A est une valeur propre de H, si et seulement si
Mo, (e — H) ') = 1.

5. On suppose que
vie) =/ =(1 =)™,

Dans ce cas on peut montrer que pour € € R\ A,

1 e—Ve2—1 sie>1,
(v, (e = H) v) = 2 :
e+vet—1 sie< —1,
Déterminer, en fonction de la constante de couplage A, le spectre discret
de H)\.



Probléme 2. Soit H, l'opérateur différentiel —i0, agissant dans I'espace de
Hilbert H := L*(]0, 27[) de domaine

dom Hy :={u € H|u' € H, u(2r) = u(0)}.

1. Démontrer que le spectre de Hy est égal a Z et que chaque point du
spectre est une valeur propre simple. Donner une base orthonormée de
‘H constituée de vecteurs propres de Hj.

2. Soit V € s— C'(R, B(H)) une fonction fortement continuement différen-
tiable sur R et a valeur dans les opérateurs bornés et symétriques sur H.
Démontrer que 1’équation de Schrédinger

(=10, + Hy+ V()Y =0 (f)
définit un propagateur unitaire et fortement continu.

3. A partir de maintenant V (¢) := v(- —t) ot v € C*(R) est 27-périodique.
Plus précisément: Yu € H, (V(t)u)(z) := v(z — t)u(z). Vérifier que V'
est bien dans s— C'(R, B(H)). Démontrer que toutes les solutions (au
sens fort) de (£) sont de la forme

Y(t,x) = e T Dy(x —t), teR, zel0,2n].

ol 1y désigne la valeur de la solution au temps ¢t = 0 et est un élément
quelconque de dom Hy.

4. Démontrer que le propagateur associé a (f) a pour expression
V(s,t) € R?, Ut s) = e =) Hop=ilt=5)V(s)

et qu'il est 2m-périodique. En déduire qu’aucune trajectoire de (£) n’est
précompacte dans H.

5. Question facultative. On suppose ici que V(t) = a(t)z? ot « est une

fonction de classe C'. Pour chaque t fixé calculer une approximation de
I'état fondamental de Hy+ V (t) en précisant une borne sur l'erreur faites
dans cette approximation.
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Sur hilbertien H = (2(Z) = {¢ : Z — C| 3,5 [¥(x)* < oo}, muni du
produit scalaire

(¥, 0) = (@)p(x),

TEZ
Popérateur de position X est défini par (Xv)(x) = zv(x).

Partie 1.a Montrer que X est auto-adjoint sur un domaine D(X) qu’on précisera.
Quel est le spectre de X ? Préciser sa nature.

La transformation de Fourier discrete

Plk) = v(@)e * =L — lim > p(x)e (1)

N—oo
TEL z=—N

définit un opérateur unitaire F' : H — L*([—m,n],dk/2w) dont I'inverse est

donné par

vw) = [ dwer g

Dans la suite on considerera toujours la transformée de Fourier ﬂ(k) comme une
fonction 2m-périodique de R dans C.

Partie 1.b Montrer que si ) € D(X) alors (k) est une fonction continue.
On considere ’hamiltonien Hy définit sur H par

(Hot)(z) = 2¢(x) —¢p(x — 1) = ¢(z + 1).
Partie 2
1. Montrer que FHoF* agit sur Uhilbertien L?([—n, 7], dk/27) comme opérateur

de multiplication par e(k) = 2(1 — cosk). En déduire une représentation
spectrale de Hy. Quel est le spectre de Hy ? Préciser sa nature.

2. Calculer Uopérateur vitesse V. = i[Hy, X| et montrer que FV F* est l'opérateur

de multiplication par v(k) = Ope(k) = 2sink. Quel est le spectre de V' ¢
Préciser sa nature.



3. En supposant que eoD(X) C D(X) pour tout t € R montrer que
l’évolution de Heisenberg de la position est donné par

X, = et XemitHo — X 4 1V,
Soit W,, : H — H lopérateur de multiplication par la fonction w, définie

par
w(z)‘:{l six=mn
e 0 sinon '

Soit aussi g : R — R une fonction de classe C**° sur R; on considere la famille
d’opérateurs { Hy) }+ agissant dans H ou

Hgyy = Ho — g(t)Wo.

Partie 3

1. Ezpliquer pourquoi (i) Hgyyy est autodajoint pour tout t € R, puis (ii)
pourquoi ’équation de Schréodinger:

(72'(9,5 + Hg(t))l/} =0

posséde une solution unique R 5t +— 4(t,-) € H, pour tout temps t réel,
des que i est fixée au temps s. On note Uy le propagateur correspondant
et Ty :={Uy(t,0)),t > 0} la trajectoire vers le futur de condition initiale

P ent=0.
2. Dans cette question g est constante et strictement positive. Démontrer
que E(g) =: —w? est une valeur propre isolée de H, si et seulement si
1 = g(Ro(—w*)wo, wo) (1)

ot Ro(z) := (Ho—2)"! désigne la résolvante de Hy en z € C. Indications:
Calculer Ry(z) := (Hy—z)~! en fonction de Ro(z) a laide de la deuziéme
équation résolvante et remarquer que Wy = W§ est un opérateur de rang
1.

3. (i) Vérifier que I’équation (£) posséde une solution E(g) = —w? unique

dans (—00, 0], et ceci pour tout g > 0. (ii) Vérifier qu’elle a pour valeur

E(g) = =2 — /4 + g2

et (ii1) que la transformée de Fourier du vecteur propre correspondant, ¥,

a pour erpression:
1

e(k) - E(g)
ot C est une constante de normalisation que U'on déterminera. (iv) Déduire
de ce qui précéde que cette valeur propre est simple.

@g(k) =C



4. Dans cette question g := g(\) := 1 — X avec A < 1. Dire pourquoi
E(g(0)) est stable sous la perturbation (—g(\) + ¢(0))Wy. Calculer le
développement & Uordre 2 en A de E(g(\)) en donnant une estimation de
Uerreur.

5. Dans cette question g = 0. La trajectoire du systéme quantique gouverné
par Hy de condition initiale 11 est-elle bornée? FEst-elle précompacte?

6. Dans cette question g(t) = 1—Asin(vt), avecv >0 et 0 < XA < 1 fizés. On
considere les trajectoires T; et 1, des systémes quantiques d’hamiltoniens:
Hy := Hy.—1 et Hyy) respectivement, de condition initiale 11, I’état propre
normalisé de Hy. Soit T €]0,1[, déterminer un intervalle [0,t;], t; >
0, tel que la trajectoire 1, devie au plus de 1007 pourcents de Tp; en
d’autres termes déterminer t; > 0 tel que: YVt € [0,t;] Uon ait la fidélité
F(t,o,'l/il) 2 1—7.

Des intégrales pouvant étre utiles:

/’T dk 1 /’T dk 21 (w?42)

_x 2m(e(k) +w?) WV WP —r (E(R) +w?)? 03 (w2 4)*?
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On considére le mouvement d’'un électron non-relativiste sans spin de masse 1 sur un systéme
composé de trois fils semi-infinis soudés en un point commun 0 (voir la figure 1). L’espace de
Hilbert de ce systéme est donc

Y1(x)
HO =S w(z)=| vo(z) ||vi€ L*([0,00[,dz) p = L*([0, 00|, dx) & L*([0, oo, dz) & L*([0, o[, dx),

Y3()

ot 9;(z) est Pamplitude de probabilité pour trouver I’électron a distance x du point de jonction
dans le fil j. Le produit scalaire dans H° est donné par

3 o
. 0)=Y [ B

Figure 1. Les 3 fils semi-infinis avec un point de jonction.

L’hamiltonien H? est donné par
(H%);(x) == o] (@),
avec les conditions suivantes au point de jonction
$1(0) = ¥(0) = ¥5(0),  {(0) + ¥5(0) + 5(0) =0. (1)

1. Quelle est l'interprétation physique des conditions (1) ? Pourquoi de telles conditions
sont mathématiquement nécessaires 7



2. Montrer que l'opérateur H? est symétrique sur le domaine

D={¢ e HOp; € C>([0,00[), lim ¢j(z)= lim ¢j(z)=0, ¢ satisfait les conditions (1)}.

3. Que doit-on montrer pour prouver que H° est essentiellement auto-adjoint sur D ?
Dans la suite, on dénote ausi par H° I'unique extension autoadjointe de cet opérateur. Le spe-

ctre de HY est ¥ =[0, 00[. Pour z € C\ X sa résolvente R(z) = (H?—2)~! s’écrit

3 o0
(R(2)6);2) =Y / GOz 2, ) () dy,
k=170

ot la fonction de Green GV est donnée par

—wlo—yl _ g-wlotyl o g—wlatyl
GY (2 —§.,. z
jk(z,x,y) jk 2w + 3 2w s

avec w=+/— z, cette racine étant déterminée par la condition Rew > 0.

On coupe maintenant le fil numéro 3 & distance L du point de jonction (voir figure 2). Pour ce
faire on impose, en plus des conditions (1), une condition de Dirichlet en z = L c’est-a-dire

P3(L)=0.

L’espace de Hilbert du nouveau systéme est

H = L2([0, 00|, dz) @ L([0, oo, d) @ L2([0, L], dz).

Figure 2. Deux fils semi-infinis couplés a un fil de longueur L.

4. Expliquer pourquoi on s’attend & ce que ce nouveau systéme posséde des réso-
nances.

5. Montrer que la fonction de Green du nouveau systéme est donnée par

6. Etudier les zéros de la fonction f(w) = G95(2; L, L) dans le plan de la variable
w = +/— z. Spécifier quelle partie de ce plan correspond au plan coupé «physique»
C\ X et quelle partie correspond a la seconde feuille de Riemann.

7. Comment interprétez-vous ces résulats en terme de valeurs propres et de réso-
nances du systéme.



8. On tronque maintenant les trois fils a distance L. L’espace de Hilbert des états du
systéme est alors H? := L?(0, L) @ L*(0, L) ® L*(0, L). Soit H? I'’hamiltonien de domaine

dom H? Su=u ®us ®us, <= usuj,ul €L?*0,L),i=1,23

1) 1

et u obéit aux conditions (1) et
ur (L) = us(L) = us(L) = 0. (3)
(a) Faculative. Démontrer que le spectre de H? est discret.

(b) Démontrer que le spectre de H? est

nm
spect H* > E <= E=Fk2, ou k,:= YA et ne IN*:={1,2,...}.

Vérifier que FE,, est simple ssi n est impair et que le vecteur propre correspondant est de
la forme

1
nm
on(x) = Asin (—(a: — L)) 1
2L 1
avec A a déterminer pour que ¢, soit normalisé.
(c) Facultative. Vérifier que E, := k> est une valeur propre double si n est pair; puis
qu’une base de I'espace propre associé a FE,, est par exemple
1 0

nim

sin (E(l’ — L))

9. Soit V : H? — H? l'opérateur défini par

nm

—1 |,sin (—(x—L)) 1
0 2L 1

3
Vu= @ ‘/iuiv

i=1
ou V; désigne un opérateur de multiplication par une fonction v; bornée sur (0, L).
(a) Expliquer pourquoi H? + AV est auto-adjoint.

(b) Expliquer pourquoi toutes les valeurs propres de H? sont stable sous la perturbation
AV, A€ IR, lorsque A — 0.

(c) Expliquer pourquoi la valeur propre E,(\) de H?+ AV, n impair, est analytique en A
dans une voisinage de 0.

(d) Calculer le développement de Taylor de E,(\) al'ordre 1 ( DT1) en A = 0 dans le cas
ou

vi(x) = x61,. (4)
Donner une estimation sur l'erreur commise en remplagont £, (\) par son DT1.

(e) Pour quelle raison a-t-on seulement considéré les valeurs propres de nombre quantique
n impairs dans 'approximation de F, () ci-dessus.

10. Soit V/(t) = cos(wt)V avec V' défini par (4) et w > 0.
(a) Expliquer pourquoi I’équation de Schrédinger

(—=i0, + H* + AV (1)) =0, ¢(0) = ¢y € dom H”
possede une solution unique au sens fort.

(b) Donner le comportement a temps petit de la probabilité de transition du fondamental
de H? a son sous espace propre le plus proche en énergie, sous I'action de 1’évolution
associée & H? + V (t).



